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PREFACE. 


Dans sa reunion du 30 avril 1910, la Societe mathematique d’Amsterdan 
prit la resolution de publier une edition complete des Oeuvres scientifiques di 
membre defunt le docteur es sciences Thomas Jan Stieltjes. Apr&s la belle pu 
blication de la Correspondance d’Hermite et de Stieltjes par M.M. B. Baillau< 
et H. Bourget, la Societe tenait a temoigner, elle aussi, de sa haute admiratioi 
pour Poeuvre de Peminent geometre qui, nous ne saurions Poublier, avail 
de devenir Fran^ais, avait ete notre compatriote. 

L’execution de ce projet fut confiee k une commission composee d< 
M.M. W. Kapteyn, J. C. Kluyver et E. F. van de Sande Bakhuyzen, qu 
accept&rent cette tciche avec empressement. Apr&s avoir et 6 autoris£e pa 
tes redactions des differents journaux a reimprimer les notes et memoires ei 
question, la commission demanda a M me Stieltjes la permission de consulte 
.es papiers laisses par son <£poux, afin de pouvoir examiner s*il s 'y trouvai 
encore quelque travail dans un etat assez avanc£ pour en permettre la pu 
olication. M mc Stieltjes ayant gracieusement acquiesce a cette demande, h 
:ommission a pu ajouter quelques petites notes au second volume de cett< 
:ollection. 

Les notes et memoires avaient £te publies en diverses langues: dix ei 
lollandais, deux en allemand, tous les autres en fran9ais. La commissioi 
iecida de les reimprimer tous tels qu’ils etaient, en ajoutant une traductioi 
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I. 


(Afzonderlijk gedrukt te Delft in 1876) 

lets over de benaderde voorstelling van eene functie 
door eene andere. 

Is de functie f(x) continu voor alle waarden Van x tusschen a en b 
in zoo 00k <p(x, a v a 2 , .. a n ), dan kan men de vraag stellen de constants 
i 1 ,a 2 , a n z 66 te bepalen, dat de functie 9? (a?) voor a < x < b zo< 
veinig mogelijk van f(x) verschilt. 

Het ligt voor de hand de constanten a X) a z , ..a n te bepalen doo 
de voorwaarden, dat voor 

x = x 1 , 
x = x 2 , 


VC . . - OOn 

de functie <p (x) dezelfde waarden aanneemt als f(x), zoodat men heel 

[1) . f(x p ) = q)(x P ,a 1 ,a 2 ,... 1 a„). 

(P = 1 , 2 ,..») 

Door <p (as) in plaats van f(x) te nemen, maakt men eene fout 

[ 2 ) . R(x) = f(x) — q>{x), 

ppiip rontinup fnnrtip van tr,. Hip nnl worrit voor 


(a < Xy < x 2 .. < Xn < b). 





2 BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE E 


Denkt men zich de lijn 

y = R (.t) = f (r/;) — cp (x) 
geconstrueerd, dan snijdt deze dus de X-as ir 

<AJ —— tAj ^ ^ 

X = x 2 , 


X .— Xn j 

2 / = 0 . 

Eene goede overeenstemming van de functies / 
geduid door eene geringe afwijking van de X-as 
nu het aantal n der grootheden x x , x 2 , .. x n 
eene betere overeenstemming van cp ( x) met f[ 
maar ook bij eene vast aangenomen waarde voo 
van benadering, die men bereiken zal, af van d 
x l , , ..., x n . Hoe deze het best genomen word 

worden. 

Het is hiertoe noodig te bepalen, wat men v 
klein mogelijke afwijking der beide functies. 
die afwijking genomen worden de som van all 
door de X-as, de lijn y = R (x) en de beide grei 
en voor x = b; al deze inhouden namelijk 
genomen. Noemt men deze som 

(b — a) M, 

dan is M het rekenkunstige midden van alle 
genomen waarden der fout tusschen x = a en ; 

, x % , .. x n zullen nu zoo bepaald moeten word 
wordt. 

In de onderstelling, dat nu E (x) telkens \ 
wanneer x een der waarden x L , x 2 ,..., Xn overscl 
geen andere waarden van x tusschen a en & nul w 



BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE DOOR EENE ANDERE. 


M is dus hier afhankelijk van x x , x 2 , • • x n , evenals de grootheder 
i x ,a 2 ,...,a n dit zijn ten gevolge van de vergelijkingen (1). 

Maar men kan ook a x , a 2 , .. a„ als de onafhankelijk veranderlijken 
lannemen; x Xl x 2 , .. x n zijn dan de wortels van de vergelijking 

f{x) = cp{x, a a , as 2 , .. a„) 

-n kunnen als afhankelijk van a x , a%, .... a n beschouwd worden. D« 
eondities voor een minimum van M zijn dan 


SM 

da x 

SM 



SM 


Sfln" 


0, 


Df daar R (a:) telkens aan de veranderlijke grenzen der integralen nu 
wordt 


0 


f x ' SR (x) 




dx 




dR(a:) 


ban 


dx , 




(p = 1, 2,. .n) 


of wel, daar volgens (2) 


SR bcp 


bctp va v 


is, 


?«*• 


(p = 1,2 ,..., n) 

In (1) en (3) heeft men nu te zamen 2 n vergelijkingen ter bepalinj: 

V3.I1 0%) . . Qm • • •> 
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want dan is 


b(p ( x) 

c)a P 


— c Pp (#0 


en de vergelijkingen ( 3 ) worden 





'cp p {x) dx — j~ Pp P ( x ) dx -f-... + (— 3 


(p = 1 , 2 , .. n) 


waarin nu alleen x 1 , x%, ..., x n voorkomen. Men 
grootheden bepalen; ze hangen nietaf van f(x). Zijr 
bekend, dan heeft men ter bepaling van a 1? a 2 , 
kingen ( 1 ) op te lossen, die nu lineair worden, ei 


f(Xp) = ( Xp) + 0 2 9?2 (%) + .■• + 

(p= 1 . 2 , .. n) 


De uitdrukking voor M wordt eenvoudiger ir 
plaats van 

/ X\ 

\f{x) — a x Cp x [x) — . . . a.n<pn {x)\ dx —.. 

a 

±j — «1 <P1 {%) 
x » 

mag men volgens ( 4 ) schrijven 

(6 — a) M = f f{x) dx — f % f(x) dx -|- • • ■ + (- 

J J 

a sci 

Het eenvoudigste bijzondere geval is nu hiei 

<Pl (x) = l, 


BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE DOOR EENE ANDERE. I 


De vergelijkingen ( 4 ) ter bepaling van 
( 5 ) °=y xP~ 1 dx — f x p ~ 1 dx-{-(~l) n jlf- 1 dcc 


x v x %> ,. .,x n worden nu 

■Xn 


—i 


of 


0 = 2x* — 2xl + • • • + (— l) n 2x p n + (— l) p+1 4- (— l) n . 

(p = 1, 2, ..n) 

Deze vergelijkingen kunnen algemeen opgelost worden ; dit schijn 
chter langere berekeningen te vorderen dan hier op hare plaatszouder 
zijn; ik zal daarom alleen laten zien, dat de waarden 

nn 


[ 6 ) 


iXi —— COS ' i i j 

1 n + 1 


X 9 == cos 


(n — 1) 7t 


x v — cos 


n + 1 7 

(« —p+i)* 


n -f* 1 


Xn= COS 


w-j- 1 


werkelijk aan de vergelijkingen (5) voldoen. 

Vermenigvuldig namelijk die vergelijkingen met willekeurige con 
stanten en tel alles op, dan volgt 


0 —J i p (x)dx — J yj (x) dx + ... + (— l) n J y> (x) dx, 


—l 


nraarin yj (x) eene willekeurige geheele rationale functie van x van der 
i—l sten graad hoogstens, voorstelt. Stelt men verder 


X = cos u 


;n tegelijk 


—— COS tin j 
——— COS Un — i f 
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dan wordt 

f u 1 


0 : 


/ Ui rU% 

^ (cos w) sin udu — / y)(cos u) sin u du + • • • + (— 1 


V>1 


Nu is 


sin pu , 

- .r . — = 2 V — 1 cos p " x u ■ 

sin u 


eene geheele rationale functie van cos u van den p 
mag dus stellen 


, . sin pu 

w (cos U) = -- - - - 
' sm u 


(p =1,2 ,..., n) 

en vindt zoo 

/ y>i r'^% 

sin pu du — / sin pu du + ... -f (— 1)* 


«i 


(P= 1 , % • • •, n) 


of 


0 = 2 COSpWj — 2 cos^>w 2 + ...+ (— l) n —1 2 COSpUr, 

{p = 1, 2, .. n) 

Dat nu hieraan voldaan wordt door de waarde 


u 


71 


1 n +1 

2 71 


U 9 — 


n +1 


2 a, 


nn 

Un — —y~; 

n + 1 

blijkt gemakkelijk, want stelt men 


= na 


P = 2 cos pa — 2 cos 2 pa -f- 2 cos Spa — ... + (-—] 




BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE DOOR EENE ANDERE. 


Nu is 

sin (re + 1) pa = sin pji = 0 

2 n 

sin npa = sin (pn — pa) — (— 1 )^ - 1 sin pa, 
dus volgt, daar sin pa niet nul kan zijn, 

P=l + (— i)»+p-i. 

Voor re = 1 kan dadelijk geverifieerd worden, dat = — aan (7 

voldoet. Hierme 6 is dus de juistheid der in ( 6 ) gegeven waardei 
aangetoond. Er blijft nog over iets van de waarde van M te zeggen 
ze is bepaald door 

2 M =y f (x) dx — • • • + (— l) n f f{x)dx. 

— 1 x n 

Kan nu f(x) voor alle waarden van x tusschen — 1 en + 1 ont 
wikkeld worden in eene reeks 


f(x) = b 0 + bjx + bg? + ... = ^ b p x p , 

p = 0 

dan vallen bij de substitutie hiervan in de uitdrukking van 2 M de 
eerste termen weg, en er blijft 


X & 5=00 -1 

2M= f l ]Tbn+pX n+p cl% — •• •+(-!)”/ £bn+p 

Ji p-q L p=o 


x n+p dx. 


Neemt men nu hiervan alleen den eersten term om eene benaderd 
waarde S van M te vinden, dan is 


8 BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE DOOl 


2 S = ( — 1)" b n | J [cos" u + yj (cos u)] sin udu —... 

° w 

+ (— 1 ) n j [cos n u -f- 


Men mag nu voor cos" u yj (cos u) nemen 
sin (n 4- 1) u 

——J—= cos" u — . 
• 2" sin u 

en dan wordt na uitvoering der integrate 


2S = — 2 cos (w + 1) + 2 cos (n -f 1) 


Mo 


4 - (— iv* 2 


(w+ \)u p = pn, 

_ (~ If bn 

b 2" 

Om een enkel voorbeeld te geven: laat gevraa 
voor 0 < y < 1 benaderend door eene uitdrukking vj 
voor te stellen. 

Men neme hier eerst: 


dus daar 
is 


(— 1 < re < + 1) 

dan is n = 2, 

2n 

x x = COS -5- = — I, 


<TT> • « 

x 2 = COB — = + £, 
dus 

%V5 = a 1 — \a 2 , 
of 

a i = ^ ()/ 7 + J/5), 




BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE DOOR EENE ANDERE. < 


a = £ [3J/5 — ]/7] = 1,0256 . 
i5 = K7 — }/5 = 0,4097 .. 

Om de waarde van S te vinden, dient hier de ontwikkeling 


ius 



2n 

1/6 

S = — = — 0,00425 . . 

Overigens kan hier de waarde van M zelf gemakkelijk gevondei 
worden; ik vind 

M = — 0,00437 .. 

Dat hier aan de gestelde voorwaarden voldaan is, ligt voor de hand 

Ik merk nog op, dat de vergelijking (7) in verband met (4) doe 
zien, dat wanneer men eene functie f(x) voor 0 < x < n benaden 
wil voorstellen door 


sin x a 2 sm 2x a n sin nx , 

voor x 1 , x 2 , ..., x n de waarden 

7i 2n nn 

« + i’ w + i’■■■’«+• i* 


genomen moeten worden. Dit zijn juist de waarden voor welk 
Lagrange eene eenvoudige methode gegeven heeft om a v a», ■ . a n t 
bepalen, namelijk de vergelijkingen (1) op te lossen. Het resultaatis 


10 BENADERDE VOORSTELLING VAN EENE FUNCTIE DOOf 


De grootheid M is hier 

'’nTI C n 

jiM = J f(x) dx — ... + (— 1 ) n j f{x) d. 

6 nrr 

n 4-1 

ze convergeert blijkbaar voor w = oo tot nul, wanne 
eene continue functie van x is. 
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(Brochure imprirnde & Delft en 1876 ) 
(traduction) 

De la representation approximative d’une fonction 
par une autre. 

Les deux fonctions f(x) et <p(x, o 1} a 2 , a n ) dtant continues pou 
toutes les valeurs de x entre a et b, on peut se proposer de donner au: 
constantes , a 2 ,..., a n des valeurs telles que pour a < so < b la fonctioi 
<p (x) differe de f(x) aussi peu que possible. 

II est clair que dans ce but on peut determiner les constantes a v a 2 ,...,a 
par la condition que pour 

x = x x , ) 

X = Xo,\ , 

} (ft < Xi ^ Xn b) 

X = X n ' 

la fonction <p(x) prenne les nfemes valeurs que f(x), ensortequ’on ai 

( 1 ) . f(x p ) = <p(x P ,a 1 ,a 2 ,. ..,a„) 

pour toutes les valeurs p — 1, 2,..., n. 

En prenant <p (x) au lieu de f(x) on commet une erreur 

( 2 ) . B,(x) = f{x) — cp{x). 

R(a;) est une fonction continue de x qui s’annule pour 





12 DE LA REPRESENTATION APPROXIMATIVE D’UNE FONCTIO 

Supposons la courbe 

y = B,(x)=f{x) — <p{x) 

construite; d’aprfes ce que nous venons de dire elle 
aux n points 

/y» - . /y* 

tAJ -■ ) 

x = x 2 , 


y = o. 

La concordance des fonctions fix) et <p ( x ) est bonne 
y = R [x) s’eloigne peu de l’axe des X pour a < rr < i>. 
nombre « des grandeurs x l , x 2 ,. . x n on peut obtenir uni 
dance de <p(x) avec f(x) ; mais, si le nombre n est < 
l’approximation qu’on peut atteindre depend du ch 
x 1 ,x 2 ,..Nous examinerons maintenant quel est j 
le choix le plus convenable. 

A cet effet, il est necessaire de dire ce qu’il faut ent 
minimum des deux fonctions. Ici nous prendrons p 
ecart la somme de toutes les aires comprises enti 
courbe y =R (re) etles deux ordonnees extremes qui cor 
et ci x=b] toutes ces aires etant comptdes de m&n 
reprdsentons cette somme par 

{b — a) M, 

M est la moyenne arithmdtique des erreurs entre x - 
les erreurs etant prises en valeur absolue. II faudra d 
grandeurs Xy, r%,.. x n de manidre d rendre M minimi 

Dans l’hypothfese que R (x) change de signe toutes 1 
par une des valeurs x ls x 2 , x n et que R (x) n'e s a 
autre valeur de la variable entre a et b , on a 
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M depend done ici de x v x 2 , .. x n , de mfeme que a v a 2 , ■ • a n en ddper 
dent d’apr&s les Equations (1) 

Mais on peut aussi prendre a 2 , . . a n comme variables inddpen 
dantes ; x lt x 2> ..., x n sont alors les racines de l’dquation 


f(x) = <p(x,.a 1 , a 2 ,..a*) 

;t peuvent 6tre considdrees comme dependant de a v a 2 , .. a n 
ditions pour que M soit minimum sont alors 


dM 

deq 

i)M 

da 2 


= 0, 
— 0 -, 


Les cor 


dM 


da n 


= 0 , 


iu bien, vu que R(a:) s’annule toutes les foisaux limites variables de 
ntegrales, 


c)R(t) 7 /'^ t)R(x) 


°~J VaJ dx J U 


dx 


'p J V Up 

a xi 




dR(&) 


c) CLv\ 


dx . 


{p = 1,2, .. n) 


Mais suivant l’dquation (2) 


Done 


DR_ Dip 

D Op dflp 




x x 


x n 


(p = 1 , 2 ,..., n) 


Les Equations (1) et (8) qui sont aii nombre de 2 n, peuvent servir & 1 
idtermination de a 1 , a 2 , ..., a n , x 1 , x 2 , x n . 

dvix) . , 


i i 
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on obtient 

r u i rUt 

0 = 1 ip(cosu)8inudu— yj (cos u)sinudu 1) 

0 u L 

Or 


smpM 


sm u 


— cos*- 1 - u — . 


est une fonction de cos u enti&re et rationnelle du c 
peut done poser 

/ v sin pw 
yj (cos u) = — : 1 
sin u 

(p = 1 , 2 ,.. n) 

et l’on trouve de cette fagon 

r u t 

(7) . . 0 = / sin pu du — / sin pu du .. . -(- (— i)» f 

® " Un 

(p = 1 , 2 ,..., n) i 


ou 


0 = 2 cos pv^ — 2 cospwg + ... + (—1)«-12 cos pu» - 

(p = l,2,...,n) : 

On voit ais£ment que les valeurs 

71 

u i — —rr = a , 
ra-fl ’ 

• 2 71 

rFi =2a - 




flTl 

M „__ =wa 

satisfont 4 cette Equation, car si Ion pose 

P = 2 C0S P« — 2 cos 2pa + 2 cos Spa — ... _|_ ( _ j) 
il s’ensuit 
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Dr on a 

sin (n -(- 1) pa = sin pn = 0 

sin npa = sin {pn — pa) = (— I)* -1 sin pa. 

On conclut de lil, vu que sin jpa ne peut pas 6tre nul, que 

P= l + (— + 

Pour n = 1 on vdrifie immddiatement que u x = sat is fait k 1’dquation (7) 

Cl 

II est done ddmontrd que les valeurs (6) satisfont au problfeme. Restt 
i parler de la valeur de M; elle est 

2M = f X 'f(x) dx — l) n f + }{x) dx. 

— 1 % n 

Lorsque f{x) pour toutes les valeurs de x entre — 1 et -j— 1 peut 6tr< 
idveloppde en une sdrie 

p = 00 

f(x) = b 0 + b l x + b 2 a?-\-...— ^bpxv, 

p = 0 

les n premiers termes de 1’dquation quidonne 2M disparaissent quanc 
on y substitue cette valeur de f{x). II reste 

Xl P — OO 

2M= f '£bn+p% n+p dx — ... 4 - (— 1 )” f y^ i b n + p x n + p dx. 

-i *=° *, *=° 

Si nous prenons p = 0, pour trouver une valeur approchde S de M 
nous avons 

2S = &„ | J\ n dx — . ..-\-{— l) n j\x n dx j 

— 1 X n 

ou bien 

2 S = b n | f [x n -f- w (^)] dx — ... 4" (— l) w f [x n -j- yj (#)] dx |, 
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2S = (— l) n b n | J U '[cos n u -f- yj (cos «)] sin udu — 

0 

+ (—1 ) n f [cos’* 


**» 


Or, au lieu de cos" u + v> ( cos u ) on peut prend 
sin (n 4-1) u 

—^—'—-— = cos" u — .. 
2 n sm u 

et alors on trouve aprfes l’intdgration 
2 S = j } | — ^ cos (w + 1)+ 2 cos (n + 1) 

+ (- 


partant, com me 

( 8 ). 


(n-\- 1 )u p = pn, 

a _(—!)”&« 

» - -- 


Considdrons un seul exemple: ondemandede i 
tivement V l-\-y pour 0 < y < 1 par une express 
Ici il faut prendre d’abord 


Alors n = 2, 


par consequent 


ou 


= a l4" 

(— l<a<+l) 

2jt , 

X 1 — COS ~ = — i, 

a: 2 = cos-| = +-J, 
i Vb = ai — \a 2 , 

i K7 = % + i ^2 > 

n „ — i n/7 _L l/K'i 
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Done 

a = i [3 VI — VI] = 1,0256 .., 
0 = V7 —1/5 = 0,4097. . 


Pour trouver la valeur de S, on se sert du ddveloppement en sdrii 
uivant: 



D’ailleurs la valeur precise de M peut aisdment fetre calculde dans c 
as. Je trouve 

M = —0,00437.. 

II est Evident que les conditions posdes sont satisfaites. 

J’observe encore que l’dquation (7) jointe k l’dquation (4) fait voir qu 
i Ton veut approximativement reprdsenter une fonction f(x) par 

a x sin x a^in'ix a n sin nx, 

(0 < x < n) 

1 faut prendre pour x v x 2 , les valeurs 

n 2n 7171 

n + 1’ w + l* " w + i 

Ce sont lit prdcisdment les valeurs pour lesquelles Lagrange a donn 
me mdthode simple permettant de determiner a lt a 2 , ■. ., a„, c. k d. d 
•i^srmdre les An nations ^IV T.e r£snltat est lesuivant: 
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La grandeur M est ici donnde par l'dquation 

/ , " Ti r 

3rM = / f(x)dx — 1 )*J f{x 


nir 

n +1 


Pour n — oo elle converge dvidemment vers zdro 
c’est ici le cas, est une fonction continue de x. 



II. 

(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 4 , 1878 , too — 104 .) 


rl 

Een en ander over de integraal J log r(x + u)du. 

0 

In het volgende zal ik laten zien, dat de waarde van deze integraa 
yevonden kan worden door onmiddellijke toepassing van de gewon< 
iefinitie van eene bepaalde integraal, en daaraan eenige opmerkinger 
:oevoegen over eene functie, waarvan de afgeleide van log F (x) eei 
bijzonder geval is 

De waarde van de bovenstaande integraal is bekend, en wel is 1 

1 ) . . . . I'log r {x -f- u) du = I log 2n -f- x log x — x. 

0 

Hierin wordt x positief ondersteld; als uiterste waarde kan x — < 
zijn, dan is 

; 2 ). j log F(u) du = i log 2 n. 

0 

In deze laatste integraal wordt log F(u) voor u = 0 oneindig, maar ui 

f \og F(u) du = f\og r{u + 1 ) du - j \og u du 
06 0 

ziet men, dat de integraal toch eene eindige waarde heeft, en welk 
die waarde is; want de eerste integraal rechts is volgens ( 1 ) gelijl 
aan \\o%2n. — 1 , en de tweede is gelijk aan 1 . 

Ik onderstel nu re positief, en ga uit van de bekende formules 
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EEN EN ANDER OVER EENE BEPAALDE INTEC 


Om echter te zien wat hierbij uit het tweede lid x 
eenige andere eigenschappen van de functie y> (re, \ 
Uit de als definitie gestelde formule (7) volgt o: 

■>p(x+l,p) = y)(x,p) J r^, 

en algemeener 

(9) v (aj + ft > i)) = v'(a,JP)+^ + ^p^4---- + ^ 
Uit deze laatste formule blijkt, dat (7) ook aldus gesch 


of 


yj {x, p) = lim 

n — co 


'n 1 -^ — 1 
^ l—p 




0 = lim 

n — oo 


—i 

. 1 ~p 


y{x + n,p) , 


waarvoor men verder mag schrijven 


0 =lim /{gL +^) 1 _ f— 

n = oo \ -*• p 


want het verschil 


(rc+w) 1 - 3 5 — 1 n l ~v — 1 


1 — P 


1 —p 


convergeert voor n = oo tot nul. Voor > 1 en vo 
dit dadelijk, en wanneer p tusschen 0 en 1 ligt, 1 

(re-f n) 1 -? — 1 _ m x -p-- 1 _ ,■* + »d!w _ r« du _ r x + 

'P l—p J u p J up J 

0 On 

(o < fl < 1) 

Vervangt men nu nog n-f-^ door a?, dan volgt 

(10) ., 1 “( 2 r=7 i -v( I 'i»)= 0 - 



EEN EN ANDER OVER EENE BEPAALDE INTEGRAAL. 


21 


Is du x positief eti 0 < 1 , dan volgt hieruit voor k = go , op 

(10) lettende 

x'-p — l 


( 11 ) 


1 p (x + u, p) du : 


1 —p 

(x > 0, 0 <p^l) 

Stelt men in de formule, waaruit dit door grensovergang afgeleic 
werd, x=~ tn daarna k = oo, dan blijkt, dat de formule (11) ooI 
nog geldt voor x = 0. 

Uit deze formule (11) ontstaat nu voor p = 1 de formule (6). 

Ik eindig met eenige verdere opmerkingen omtrent de functie y (x,p) 

Is x positief, dan kan %p (x, p) door eene bepaalde integraal uitge 
drukt worden 

1 

u 


( 12 ) 


yj(x,p): 


Tip)! \u 1 — e~ u 
6 


e~ u u p ~ 1 du, 


waaruit men weder verdere ontwikkelingen kan afleiden, bijv. 
(13) . 

a; 1 -* 5 — 1 


yj (x,p )=y 0, ?) + - T— flog l f du, 


u 


(14) y>(x,p)-- 


■P 


if-_1_ [*( 1_1_ J:\g-xu u p ~ 1 clu 

2x p r(p)j [l—e- u u 2 r 


Men kan namelijk, wanneer x positief is, de formule (7) herleider 

door ~, enz. als bepaalde integralen te schrijven van den vorn 

1 


aP ~T(P) 


1 /■“ 
Xp)J 


u p 




l du. 


en eveneens de eerste term 

n i-P — l 

r(p) 


l 


■p 


1 e~~ u - 

Tp)J 


u 


u p ~ 1 du. 


Deze laatste formule ontstaat uit de voorafgaande, door met da t< 
vermenigvuldigen, en tusschen de grenzen a= 1 en a = n te integreeren 



II. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 4, 1878 
(traduction) 


A 

Remarques sur l’integrale / log r (x 

0 

Je me propose de faire voir id, que la valeur de 
fetre trouv^e par une application immediate de la 
de l’int 6 grale d 6 finie. J’ajouterai quelques remarc 
fonction qui dans un cas particulier se reduit k la 
La valeur de 1’integrale 6 crite ci-dessus est connue 
A 

( 1 ) . . . . / log r(x -j- u)du= | log 2 ?i-f-a; log a;- 

0 

Dans ces expressions x a par hypothfese une valeu 
Dans ce dernier cas on a 

(2) . J log T {%) du =£ log 2 n. 

0 

Pour u = 0 , 1 ’expression log F(u) qui figure dans 1 
devient infinie, mais la formule 

J log r (a) du=J log r(u -j- 1 ) du — J lc 

0 0 0 

montre que cette intdgrale a neanmoins une valeui 
de cette formule. En effet, la premiere integrate 
vaut log 2n — 1 d’aprhs la formule ( 1 ), et la sec 

Tf. Ctir\r\rvc<a momtono nt- /v> i-f of t 
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La formule (4) donne le d^veloppement ordinaire de logjT(o:) ei 
me sdrie semi-convergente, limitde aux premiers termes. 

II r6sulte de (3) 

5) i [log rw+log r(x + A) +...+log r(x + n ~ lv 


n 


¥ _ 2n ) l0g 2n 


X - 


■~\ log « + -i- log r(nx). 


Pour n = oo le premier membre devient 

j log/ 1 (re + u) du, 
o 

it la limite du second membre est aisdment trouvde k l’aide de (4 
Je commence par traiter le cas x=^-. Dans ce cas special 1. 

Formule (3) peut fetre ddduite beaucoup plus facilement que dans 1 
:as gdn^ral: il suffit alors d’employer la formule 

r(x)ra-x)-. 

Au lieu de (5) on trouve alors 


71 


S IU71X 


iogr(A)+, og r(i.) + v . + ,o g rg 


2») l0g 


2 7t- 


2 n 


log n 


;t pour x = oo on obtient la formule (2). 

Dans le cas gdn^ral le second membre de (5) devient d’apr&s 1 
ormule (4) 


2n 


log2jr- 


X- 


4) Iogn+ i log27I +( a: ' 


■2 I 08 2“ + [*—in 


log X ■ 


■ X ■ 


9 


12 n % x 


it pour n = oo on trouve la formule (1). 

En diffdrentiant la formule (1) par rapport k x, on trouve 

6). j y> (x + u) du = log x, 




28 


REMARQUES SUR UNE INTEGRALE DEFIS 


L’hypothfese x = 0 ou as = l peut servir k la d<! 
constante C, si l’on suppose la formule (2) comm 
dernidre, elle peut dtre trouvde assez facilement, cc 
fait remarquer plus haut. 

La formule (6) est un cas particulier d’une forn 
En effet, si l’on prend une fonction xp (x, p) , ddfi 

(') —3?-(J+Tj»-•••- 

(p >0, x >0) 

ce qui pour p = 1 prend la forme 

et, pour p > 1, la forme 

, ,_1 __ 1 _ 

VW>P)—p_l x p (iC-j-l)P (£C + 'l 

il est aisd de voir que y {x, p) a rdellement une va 

la fonction xp (x, 1) est identique k celle que nous a' 

haut par y (x ). 

II n’est pas mdrne ndcessaire de supposer tou 
qu’on ait affaire k des fonctions rdelles; dans l’dc 
xp [x, 1 ) par exemple, x peut fort bien devenir nd 
Lorsque k est un nombre entier positif, il s’en 

'p{^>p) + v i ( aj + 'p-p) + v {& + + -. . + v( 

=ihnjA {nk)1 ~ P - 1 1 1 _ 

n=oa ( 1 —P ( kx) p (ACC + I)*’ (kX-\-i 

OU 

(8) v(®il>) + v(»+-^il>)+-..4-v(» + ^r^.p)==* ! ’ I 

ce qui apparait immddiatement, si dans (7) on r 
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Mais avant d’examiner ce que devient alors le second membre, jedoi: 
commencer par dtablir quelques autres propridtds de la fonction yj (%, p ) 
De la formule (7) qui ddfinit la fonction ip ( x, p), on tire immddiatemen 

1 

V (x +1, p) = ip (x, p) -f —, 

et plus gdndralement 

(9) ip (x 4- k, p) = v (x, p) + ^ + ( ^p- f) - p + • • • + iy 

Cette dernidre formule fait voir qu’au lieu de (7) on peut egalemeni 
dcrire 

/%1 ~P - 1 \ 

v (*,p) = lim [— --- i?(x + n,p)-\-ip(x,p)), 

n = oo \ J- y j 

OU 

/yi 1 —P ^ \ 

0==lim ”1-«-V (» + »,£) • 

n — oo \ -*• — JP J 

Cette dernidre Equation peut £tre remplacde par 

0 = lim — — V & + *, P)l 

n=oo v j- y J 

En effet, la difference 

(x-\-ny~ p —1 n l ~ p — 1 

l^p ' 1— p 

converge vers zdro pour n — co. On le voit immddiatement pour p > 1 
et pour p = 1; lorsque p est entre 0 et 1, la vdritd de cette proposition 
ressort du calcul suivant: 

[oc-\-n ) l ~ p —l n 1 ~ p — 1 r x + n du r n du r x + n du x 

1 —p 1 —p J u p J u p J u p (n 6 x)p 

0 On 

(0 < 0 < 1) 

En remplagant encore n-j-x par x, on en tire 

_ , J\ 


ft f\\ 


_ r\ 
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Si l’on suppose x positif et 0 < p ^ 1, il s'ensu 
dgard k la for mule (10), 

(H). f v (s + «» p) du =• 

0 ^ P 

fr>0, 0 <pgl) 

La formule (11) est valable aussi pour x = 0; j 
il faut poser x = -^> et ensuite k = oo dans la fo. 

nous venons de ddriver la formule (11) en passar 
Or, pour p = l, la formule (11) se transforme 
Je termine en faisant encore quelques remarqi 
fonction y (x, p). 

Lorsque x est positif, y ( x , p) peut &tre exprimd 
d^finie 


1 /"“ / 1 g —(ac-l)»\ 

( 12 ) . . . v {x,p) = T ^ ) j )«- 


U p 


d’oil Ton peut tirer entre autres les ddveloppeme 
(13) . .yj(x,p) = xp(l, 

o 

a?*—*»—i i i r°t i i 


/ i' 
— log — 
u \ ° u, 


(14) y{x,p)-- 


1 —P 


i _ l_r( _L 

2x p r(p)J vi — t 


u 


En effet, lorsque x est positif, on peut rdduin 


dcrivant —r-rr^, etc. sous forme d’intderales d 

x p {x + l) p & 

1 1 r 00 

^t-\ / w 33-1 e -a “dM. 

(P)J 


a p F(p)j 


On a de mfeme pour le premier terme 

n 1 -? — 1_ 1 — e~ nu 

T-p -ml 


u 




Cette dernifere formule se tire de Tavant-dernifer 


plie celle-ci par da et qu’on int&ore entre les lira 



III. 


(J. Math., Berlin, 89, 1880, 343—344.) 


Notiz uber einen elementaren Algorithmus. 

Es seien a v a 2 , ..., reelle Zahlen, M x ihr arithmetisches Mittel 
RI 2 das arithmetische Mittel aller Producte aus je zwei verschiedenei 
dieser Zahlen, M 3 das arithmetische Mittel aller Producte aus je dre 
verschiedenen dieser Zahlen u. s. w. Die letzte der auf diese Weis< 
zu bildenden GrOssen ist M k = a 1 a 2 -.. Es soil ferner festgesetz 

werden M 0 = 1. 

Im Allgemeinen ist dann 

Mp _ i Mp 4. i 

(p = 1, 2, .... A-l) 

positiv; genauer gefasst: dieser Ausdruck wird nie negativ und nu 
dann gleich Null, wenn entweder s&mmtliche Zahlen a v a 2 , ..ein 
ander gleich sind, oder wenn mindestens k —jp -j— 1 dieser Zahlei 
gleich Null sind. Im letzteren Falle ist offenbar Mp = ¥ P 4-i = C 
Sind jetzt die Zahlen a x , a 2 ,..., au sa.mmtlich positiv und setzt mai 

a ' = Jp_ 

9 M p _!’ 

(p = 1, 2, ..., k) . 
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und wenn von den Zahlen a lf a 2 , ..a* keine >a ± 

• ^1 H**" ^2 ~f~ * ‘ ‘ l)^i -\- 


a { : 


k 


k 


ctk = 


k 


1 n 1 


«2 


• + 


■>a k , 


Ok 


folglich: 


0 < a{ — a* < ' 


1 


(a x — o k ). 


Durch wiederholte Anwendung der Operation 
Zahlen a' v a' 2 ,..a' k aus a v a 2 , ..o* hergeleitet wur< 
Gruppen von k Zahlen , deren Product unverand 
sie sich unbegrenzt einander nahern Die Za 

convergirea also sammtlich gegen die Grenze (a 
Bezeichnet man die Zahlen der n 160 abgeleitet 


a 


(») 


*p ) 

(P = l, 2 , 


so werden die Differenzen 


An) 




*p -f 1» 


(p = 1, 2, .... k— 1) 

welche sich beliebig der Null nahern, immer m 
sodass das Verhaltniss von je zwei dieser Differer 
fur w = oo die Einheit zur Grenze hat. 


IV. 


(Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., i‘sect., sdr. 2, 17, 
1882, 239—254.) 


Over Lagrange’s Interpolatieformule. 


1. De gewoonlijk aldus genoemde formule leert de geheele rationale 
functie van x , van den w — l stcn graad hoogstens, die voor de v< 
bijzondere waarden z = x v x — x 2 ,...,x = x n met eene willekeurige 
Eunctie f(x ) in waarde overeenkomt, onder den volgenden vorna 
Icennen 

'f\— 

^ (x — X p )<p {x p ) 

ivaarin 

<p (x) = (x — x 1 )(x — X 2 ) . . .(x — Xn) 
sn cp'(x) als gewoonlijk, de afgeleide functie van cp{x) voorstelt. 

Is de functie f(x) zelf geheel rationaal, van niet hoogeren dan der 
n — l ,ten graad, dan is identiek 


fw=la- 


<p{x) 


f(x p ). 


p J 1 {x — X v ) cp’ (Xp) 

In het algemeen echter moet deze formule aangevuld worden dooj 
eene rest, evenals dit bii het theorema van Tavlor het creval is. 
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OVER LAGRANGE’S INTERPOLATIEFORM 


ledige rest van de reeks van Taylor voorstelt, 
Lagrange 1 ) kan afleiden, kan men ook een analogs 
interpolatieformule van Lagrange uit de veelve 
leiden, waaronder Hermite de rest voorstelt 
veeltijds deze vereenvoudigde rest bij de reeks 
zonder van de hulpmiddelen der integraalrekeninj; 
kan men hetzelfde ook voor den analogen rest 
polatieformule verlangen. Eene zoodanige ont 1 
het volgende gegeven. 

Ik merk nog op dat, hoewel de hier verkregen re 
uit Hermite’s formule afgeleid kan worden, de 
vereenvoudigden restvorm gegeven heeft. Het is 
elementaire eigenschap van bepaalde enkelvoudige 
voudige integralen uit te breiden, wat echter gee 

De te bewijzen formule kan aldus geschreven 


w. rw+r?: 


waarin f eene waarde heeft, gelegen tusschen 1 
kleinste der getallen x, ..., Xn. 

Hierbij moet ondersteld worden, dat de 1 
f'(z),f"{z), ■ ■ f n ~ x {z) eindig en continu zijn voor 
gelegen tusschen x, x ly ..ccn en dat voor dezelfc 
functie f n ~ 1 (s) een eindig en bepaald differentiaalq 

De formule (1) neemt een meer eleganten vorn 
er /■"(£) uit afzondert; men overtuigt zich gemakl 
deze gedaante aanneemt 

ZO\ f 0*0 I f (^l) L I I f{%n) 


OVER LAGRANGE’S INTERPOLATIEFORMULE. 


3; 


2. Het bewijs van de formule (1) berust nu op de volgende hulp 
stelling: 

„Wanneer de functie G (z) voor de n -)-1 verschillende waardei 
z = x, z = x 1 , ..z =x n de waarde nul aanneemt, dan neemt het n A 
differentiaalquotient G n (z) de waarde nul aan voor eene waarde s = I 
^elegen tusschen het grootste en het kleinste der getallen x, x v ..x„.' 

Ondersteld wordt hierbij , dat G(s), G'(z), G n_1 (s) eindig er 

continu zijn voor alle waarden van z gelegen tusschen x,x v ..x n 
2n dat voor dezelfde waarden van z de functie G n ~ 1 (z) een eindig 
2n bepaald differentiaalquotifint G 71 (z) heeft. 

Voor n = l is dit een bekend theorema, waaromtrent het voldoend< 
is te verwijzen naar Dini, Fondamenti per la teoria delle funzioni d 
variabili reali, p. 70. 

Het bewijs van dit theorema, evenals dat van eenige nauw ver 
wante, zooals het in de nog meest gangbare leerboeken voorkomt 
bijv. Serret, Cours de calcul differentiel et integral, bevat eene leemte 
die eerst aangevuld werd door eenige onderzoekingen van Weierstrass 
men zie Dini, p. 43—51. Weierstrass zelfschijnt van deze onderzoe 
kingen omtrent de grondslagen der functieleer niets gepubliceerd t< 
hebben. 

Het is vooral noodig op te merken, dat in het eenvoudigste geva 
n = 1 de grootheid f tusschen x en x t ligt, en verschillend zoowe 
van x als van x x aangenomen mag worden. 

Het bewijs van de hulpstelling in het algemeene geval volgt m 
onmiddellijk uit de waarheid in het eenvoudigste geval n=l. I 
namelijk n = 2, dus 

G (x) = 0, G (ajj) = 0, G ( x 2 ) = 0, 

dan kan men onderstellen 


X < X, < Xo 
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OVER LAGRANGE’S INTERPOLATIEFORMUI 


in het algemeene geval | ondersteld mag worden 
noch aan het grootste, noch aan het kleinste der g< 
De voorwaarden van continuiteit en differentieerbaarl 
de functie G- ( z ) en de afgeleide functies moet stelle 
moeite nit die, welke voor het geval n = 1 gestelc 


3 . Het bewijs van de formule (1) kan nu aldus 
Ter bekorting moge het interpolatiepolynomium v 
F ( x) aangeduid worden, zoodat 


( 3 ) . . 


. . .F(x) 


V" <p{x) 

£{ i x — x v) <p’ ( x p) 


f(x p ). 


Onder de waarden x v % ..Xn komen geen twei 
daar de functien F (x) en f(x) voor x = x v x = x 2 , 
waarden aannemen, en het ons te doen is om in het 
knopten vorm van het verschil f(x) — F (x) te vinden 
hierbij zonder nadeel de onderstelling maken, dat 
samenvalt met een der waarden x v x 2 , ..x n . 

Dit aangenomen, zij 

(^) • • • . f(x) = F (a;) -\-[x — x t ) (x — x 2 )... (x — a 

De waarde van E is dan hierdoor volkomen be 
verder, voor een oogenblik, x, x u ..x„ als constai 
den en z eene nieuwe veranderlijke is, beschouwen 

( 5 ) . . Gr(2) =— f{z) + F{z)-\-{z — — 

waarin dus E de door (4) volkomen bepaalde, van 
waarde heeft. 

Blijkbaar is nu, niet alleen 


maar r>f>Ir 


0r(x) = 0 


G» (*) = — /■*(*) + 1.2.8 ... n . R. 

Wegens (6) volgt nu 


R = 


1 


1 .2.8...W 


f n (i) 


en dit in (4) gesubstitueerd geeft 

f(cc) = F (x) + fn (f)5 

waarmede het bewijs van de formule (1) geleverd is. 


4. Wanneer men in de nu ook bewezen formule (2) de steed 
ongelijke getallen x, x lt ..x » alien tot eenzelfde limiet X laat con 
vergeeren, dan volgt 


(7) 


Lim 


j As) . f(a> i) . i f(x«) 

! y>' \x) ” t ’ ip' (Xj) ' ~ 1 ~ y' (x n ) 


1 

1 . 2 .. 


n 


rw 


Behalve de onderstellingen die voor de geldigheid der formulen (l 
sn (2) gemaakt moeten worden, moet bij deze laatste formule boven 
dien nog f n (x) voor x — X. continu zijn, daar men anders niet kai 
besluiten, dat f n (£) bij convergentie van | tot X, tot de limiet/"(X 
;onvergeert. 

Deze formule (7). die dus in het geval, dat f n (x) voor x = X contini 
is, eene directe algemeene definitie van het n de differentiaalquotifin 
van eene functie f(x) gee ft, schijnt nog niet in de hier gegeven alge 
neenheid bewezen te zijn Wei komt zij voor in het uitstekend< 
iverk van Lipschitsch , Differential- und Integralrechnung, p. 204 
Form. 20, maar bij het daar voorkomende bewijs moet men onder 
stellen, dat x, x v ..., x n bij hunne convergentie tot de limiet X, behalvi 
dat zij steeds ongelijk blijven, nog aan andere condities moeten vol 
doen, die hier overbodig blijken. Zie t. a. p. p. 203, regel 6 v. o 
En verder is daar het bestaan van een eindig en continu n 4-1* 1 
ifferentiaalquotifint aangenomen. Ook deze conditie ligt stellig ii 
let geheel niet in den aard der zaak, en nadat Weierstrass continu< 
iiincties heeft leeren kennen, die niet differentieerbaar zijn, zou niet: 
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gemakkelijker zijn dan function op te stellen, voor we 
geldig is, maar waarbij van geen n -)- l 8,e differentia 
kan zijn *) 


5. De overeenkomst van de formule (1) met h 
Taylor valt nog meer in het oog, wanneer men het 
niet voorstelt onder de elegaqte en symmetriek 
Lagrange gegeven, maar onder den vorm, dien Newt 
der Principia bij gelegenheid van zijne behandeling 1 
probleetn geeft. 

De formule (1) neemt dan namelijk deze gedaante ; 

(8) . . . f(x) = A 1 -\- A 2 (x — %) + A s (x — xj(x — i 

+ A„ (a; — x-s) (x — x 2 ). .. (x — x n 

| a i) -^ 2 ) • • • {x X n ) 

“ r 1.2.3 ...» ' 

Hierin is 


A i = f(x 1 ), 


en algemeen 


A — fix 1 ) I f(Zz ) 

X-y OC2 X2 — x 


(9) 


A I fjzp 

<P'v (%) <p'p (Xg) T ^ <p' p (x 
< Pp (z) = (z — x 1 ) (z — X 2 )...{z — Xp). 


Newton geeft niet explicite deze algemeene uitd 
maar wel de volgende rekenvoorschriften om achtereer 
te berekenen: 


A 1 = f(x 1 ), A 2 


B x — A) 

*2— Zy ’ 


B 2 =AzA i 


A 8 = — 2 ~~ A. 

X 3 — X 1 )Ai 

B a = - Cg ~ \ 
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Stelt men deze grootheden, zooals zij achtereenvolgens gevondei 
worden, aldus te zamen 

I Ai 

-^2 

B 1 Ag 

b 3 a 4 , 

C x B 8 

C 2 

Dx 

dan komt deze berekening geheel overeen met die van de gewon 
interpolatie in het geval, data^, x % ,.. , xn eenerekenkunstige reeks vor 
men, met deze geringe wijziging, dat de l‘ te , 2 de , 3 d6 ,... rijen vai 
verschillen hier respectieve door de factoren l.(a; 2 — x i)> l-2.(a; 2 —a^)* 
1.2.3. (a; 2 — Xx) 3 ... gedeeld voorkomen. 

Volgens de formule (2) is 


Ap — 


1 

1.2.3 ...(p — 1) 




waarin g p eene waardeheeftgelegentusschenhetgrootsteen het kleinst 
der getallen x u aj 2 , .. Xp. Laat men dus in de formule (8) x v r 2 , ..x 
tot eenzelfde limiet convergeeren, dan ontstaat onmiddellijk de for 
mule van Taylor met den restvorm van Lagrange. 


6. De Newton’sche vorm van het interpolatiepolynomium 

F (x) = Ax + A 2 (x — 05x) + A 3 {x — Xi) (x — x 2 ) + ... 

+ A„ (x — Xx) (x — X 2 ) . . . (x — Xn - l) 

aeeft boven dien van Lagrange ook nog dit voordeel, dat hij onmid 
iellijk doet zien welken vorm F (aj) aanneemt, wanneer er onder d 
grootheden x lt x 2 , .. x n sommige tot eenzelfde limiet convergeere: 
af gelijk gesteld worden. 
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dit geval het geheele tableau (10) vormen. Men 
kelijk, dat men hierbij, om onbepaalde uitdrukk 

slechts die grootheden x v x 2 ,...,x n , welke ten : 
worden, onmiddellijk op elkaar behoeft te laten vc 
verder de formule (11) en Newton’s voorschriftx 
geheele tableau te verkrijgen. Werden dus bij 
gelijk X, dan moet men in dit geval bekend ond 

f(X), f (X), 

Hierin schijnt dan ook de meest geschikte i 
om het polynomium van den laagst mogelijken g: 
dat aan deze voorwaarden voldoet 

H fo) = f(x x ), H' {xj = f ' fo),., H°> - 

H (xg) = f(x z ), H' (as*) = f 1 (flJa) ,.> H“* - 

H (x n ) =f(x„), H' (x n ) = f (Xn) ,.,H"»- 

welk polynomium H ( x ) hoogstens is van den gra< 

k = -|" °2 "1“ • • • °n- 

Men verkrijgt op de boven beschreven wijze < 
onder dezen vorm 

H {x) = AB (x — (x— a^) 2 -f-... -f L (x — a^)"! 4 
... 4- R (% — %i) a ' (% — a? 2 )“* ■ ■ ■ (% — %n - 1)°»- 1 

waarin de constanten A, B, C, ..R onmiddellijl 
ontleend kunnen worden. 

7. Voor het verschil f{x) — H {x) bestaat wedei 
drukking, en daar hierin eene verdere uitbreidinj 

f 1 ^. ZOO m OCP ri f* KptrpH’tnnr lioKkonrlo 
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Voldoet eene functie G ( z ) aan de condities 

0(20 = 0, G'(x) = 0, G“ —1 (x) = 0, 

G(y) = 0, G’(y) = 0, ..., G^- 1 (t/) = 0, 

G (s) = 0, G'(z) = 0, G r ~ 1 (s) = 0, 


waarvan het aantal 
bedraagt, dan is 


& ft -|- y ... = n 
G«- 1 (|) = 0, 


waarin I gelegen is tusschen de grootste en de kleinste der ongelijke 
waarden x, y, z, ... 

Na hetgeen in art. 2 gezegd is, schijnt het niet noodig, bij het 
bewijs hiervan lang stil te staan. Men kan eerst het geval, dat het 
grootste der getallen a, /?, y, ... twee is, beschouwen, en vervolgens 
voor dit grootste onder die getallen 3, 4, 5, ... aannemen. 


8. Zij nu H (x) het polynomium van den k — l 8ten graad hoogstens 
dat aan de condities (12) voldoet, en 

(13) . . . f(x) = H (x) + (» —Xj) 0 ’ (X — x 2 ) a *...(x — x n ) un R 

dan is, x verschillend van x h x 2 ,.. x n ondersteld, de waarde van E 
hierdoor volkomen bepaald. Beschouwt men nu verder de functie 

G (z) = — f (z) -{- H (z) + (Z — Xj) (z— x 2 ) a >. • • (z — XnY" R, 
dan is blijkbaar niet alleen 

G {x) = 0, 

maar ook 

G (x{) = 0 , G' (xj = 0, ..., G a > _1 (a^) = 0 , 

G (x 2 ) = 0 , G'(« 2 ) = 0, ..., G"*- 1 ^)^, 
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en ten slotte 


(14) . . 


R =no: 

f(x) = K(x) + 


• • A/ 

(x — r» 1 ) a > (x — %)"> 

1.2.3.. 


... (a: 


A 


Hierin ligt I tusschen het grootste en het k 

•Xs j • • i) 0Cn» 

In deze formule liggen zoowel de reeks van T 
van Lagrange, door een restterm aangevuld, als 
opgesloten. 

In de aangehaalde verhandeling stelt Hermit* 
het verschil f(x) — H (x) met behulp van bepaalde 


9. Het algemeenste resultaat, dat door de in 1 
wikkelde methode verkregen kan worden, schijnt 
Laten f(x) en H(re) dezelfde beteekenis behoui 
verder f x (x) eene nieuwe functie van x zijn en Hj (x) 
van x van den k — l 8teu graad hoogstens, die aan ■ 
doet, wanneer men daarin de functie f{x) door f x { 

( 15 ). f(^) = SL(x) + R(f 1 (x)-E 1 (x) 

Zal de waarde van B hierdoor op ondubbelzinnig 
dan moet x niet alleen van x 2 , .. x n verschil] 
mag niet f^x) — H x (a;) = 0 worden. 

Dit nu onderstellende, zij 

G (z) = f{z) — H (a) —R (f x {z) - H x (z)] 
dan is niet alleen 

G (a:) = 0, 

maar ook 

G(*i) = 0, G'(^)=0, ..., G". 
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vorden en derhalve heeft men 


>f wel 


K = 


f k ® 

ft® ’ 


16). f(x) = R(x) + {f 1 (x)-E 1 (x))^- 

Deze algemeene formule gaat onmiddellijk in de formule (14) over 


vanneer men aanneemt 


f 1 (x) = x? e . 

Dan wordt namelijk 

f k (x) = 1.2.3... k 
;n zooals dadelijk te zien is 

f\ (x) — H x (X) — (X — £])“> (X — Xv) a ' ... (X — XnY H - 


NASCHRIFT. 

Dat er altijd £6n en niet meer dan 66n functie H (x) bestaat, di< 
lan de condities (12) voldoet, en hoogstens van den k — l sten graad ii 
c is, kan onmiddellijk aldus aangetoond worden. 

Zij 

H (x) — a 0 -)- a t x + a 2 x 2 + • • • + - ix k ~\ 

dan heeft men ter bepaling van de k onbekenden ao, a lt ..., a*_i d< 
volgende k lineaire vergelijkingen 

. a o + a i + x i a 2 +. -\-x\~ x ak-x = f (x, 

i 1% + 2x t a 2 -(-.+ (A;— l)x k ~ 2 a,k-i=f (x 

I 1 . 2.02 + - •• • +(* — \)(k~2)x\~ z ak-\ = f"{x. 


A. . . • \ (a x — 1)! a ai — 1 -f" * • • 4“ — 1) (& — 2)... (k — a* -f-1) x\ ° l Qjc — i = 





44 


OVER LAGRANGE’S INTERPOLATIEFORMtG 


Vooreerst is nu op te merken, dat het systeem ( 
d£n oplossing kan toelaten, want waren er bijv. t 
dan zoude men dus twee verschillende functies G (a 
die beide aan de voorwaarden, in (12) uitgedrukt, vo 
van den k —l 8ten graad hoogstens zijn. Dit nu is 
uit die vergelijkingen (12) zou volgen, dat het verse 

G(s) — H(flt) 

algebrai'sch deelbaar is door de uitdrukking van den 
(x X]) 0 ' (x — x 2 )"*... (x — Xn) a *- 

In de tweede plaats is het evident, dat aan (A) dc 
a 0 = O, a t = 0, a 2 = 0, .. a&-i = 
voldaan wordt zoodra de tweede leden der vergel: 
gesteld worden, en na het bovenstaande is dit ook d 
in dit geval 

Uit de theorie der lineaire vergelijkingen volgt ni 
de determinant van het stelsel vergelijkingen (A) niet 
uit die theorie is bekend, dat zoodra deze determinan 
de vergelijkingen (A), nadat daarin voor de twee* 
waarde nul genomen is, voldaan kan worden door e 
a 0 , a lt .. a/c-i, die niet alien gelijk nul zijn, wat i 
met het boven bewezene. 

Uit het niet gelijk nul zijn van den determinant \ 
gelijkingen (A), volgt nu onmiddellijk, dat aan di’ 
keurige waarden der tweede leden, steeds door eei 
waarden a 0 , a x ,.. a/e-i voldaan kan worden. 

Men kan overigens de waarde van dien determ 
aangeven. 

Wanneer men namelijk in onderstaande bekende 


OVER LAGRANGE’S INTERPOLATIEFORMULE. 4 ! 

ie % eerste der grootheden a, b, c,..p, q tot de limiet Xi, de a 
/olgende tot de limiet x 2 enz. laat convergeeren, de horizontale rijei 
Dp passende wijze transformeert, waarbij men te deelen heeft doo 
le factoren die ten slotte gelijk nul worden, en voorts bij den grens 
overgang van de formule (7) gebruik maakt, verkrijgt men d< 
lavolgende waarde voor den determinant van het stelsel verge 
[ijkingen (A) 


0 ! 1! 2 ! . 

• • («i - 


- 0! 1 ) o ' o ‘ (X 3 - 


■ -{Xn — 


0 ! 1 ! 2 ! . 

. . (a 2 - 

-1)! 

(x 3 ~ 

- x 2 ) a * a * . 

. . {Xn 

rcg)"*"’* 

0 ! 1! 2 ! . 

• * ( a n “ 

-1)! 



(x n 

. a a « 

— l) n 1 


De geheele bewerking blijkt genoegzaam uit het volgende bij 
zondere geval 

k — 5 , n = 2 , % = 3 , a 2 = 2. 

Hier heeft men 

1 a a 2 a s a 4 

1 b b 2 b s ft 4 

1 c c 2 c 8 c 4 = 

1 d d? d 3 d 4 

1 e fc 2 e & fc 4 

1 a a 2 a 8 a 4 

to t 2 t i 

u 0 Ux u 2 u H w 4 X (b — a) (c — a)(c — 6) (e — d) , 

1 d d* d s d i 

I Vo Vi v 2 v 3 Vi 

waarin 

, _ 



46 


OVER LAGRANGE’S INTERPOLATE 


Derhalve is 

1 a a a a 8 a 4 

< 0 tn tjj ^ 

m 0 «1 « a w 8 « 4 = (d — a) (d 

1 d <2 B d 8 (e — a) (e 

v 0 V x Vi v n » 4 


en voor 


lim a = lim 6 = lim c = 
lim e = lim d = :t; a , 


volgt nu met behulp van de formule (7) 


1 

*1 

*l a 

a;/ 

X X * 

0 

1 


dxi* 

4 a:/ 

0 

0 

2 

2.3 

3.4*/ 

1 

% 


:rJ 

X./ 

0 

1 

2 

3:c/ 

4 a;/ 


(Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., i e sect., s£r. 2,17, 

1882, 239—254.) 

(traduction) 


A propos de la formule d’interpolation de Lagrange. 

1. La formule qu’on ddsigne ordinairement par ce nom fait connaltr 
la fonction entire et rationnelle de x, du degr6 (w — 1) tout au plus 
qui pour n valeurs particuli&res 

/y* ■ /y* /y» —— rp /Y» — /p 

%Aj 1 . 7 j %Aj J * • * ) — 

prend la mfeme valeur qu’une fonction arbitraire f(x); cette fonctio: 
rationelle a la forme suivante 

v"i— w f>,, , n%), 

oil 

93 (as) = (a; — a^) (as — a; 2 )... (a: — av,), 

et oil 93' (a;) ddsigne, comme d’ordinaire, la d6riv6e de 9? ( x ). 

Si la fonction f(x) elle-mfeme est rationnelle et du degrd (n —1 
tout au plus, on a identiquement 
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deux manures diffdrentes. Ces formules contiennej 
limites, le reste de la sdrie de Taylor. 

De mfeme que de l'intdgrale ddfinie qui reprds 
le reste de la sdrie de Taylor on peut immddi 
formule du reste de Lagrange x ), de mdme auss: 
cas de la formule d’interpolation de Lagrange dd 
multiple, par lequel Hermite reprdsente le reste, 
de ce reste. Mais aussi bien que dans le cas de la 
ddduit souvent la formule simplifide de ce reste 
calcul integral, peut-on ddsirer la mdme chose pou 
du reste dans la formule d’interpolation. Nous dd 
mdthode qui conduit k ce but. 

Je remarque que Hermite n’a pas donnd la forr 
le reste que nous obtiendrons ici, quoique cette forn 
dtre ddduite de la sienne. A cet effet il est ndi 
des intdgrales multiples une propridtd dldment; 
ddfinies simples, ce qui n’offre aucune difficultd. 

La formule qu’il s’agit de ddmontrer peut dtr< 


(1) 


• f{x) ■■ 


p~n 

V 


<p{pc) 


' (x ■ 


-/(**)• 


9 ( 


1 . 2 . 


Xp) <p' {x p ) 

oil £ a une valeur intermddiaire entre le plus gi 
des nombres x, x 1 ,..., x„. 

II fautsupposer que la fonction f(s), aussi bien que, 
soit finie et continue pour toutes les valeurs 
...,x n et que pour ces mdmes valeurs de i 
ait une ddrivde f (n) (z) finie et ddterminde 

La formule (1) prend une forme plus dldgante 
fonction /w (|); on se convaint aisdment qu’elle • 
suivante 
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On reconnait dans cette Equation un cas plus gdndral de la formula 
ddmentaire 

sy* .. /V> * \ / 1 

iJv «X/j^ 

pn s’en ddduit lorsqu’on pose n = 1. 

2. La demonstration de la formule (1) repose sur le lemme suivant 

„Lorsque la fonction G ( s ) prend la valeur zdro pour les n -f-1 valeur; 
iifferentes z = x, z = x x , z = x„, la w ieme derivde G (n) (z) devien 
sulle pour une valeur z = £ intermddiaire entre le plus grand et le plu: 
setit des nombres 0 (/j • • •> OOyi* 

II faut supposer que les fonctions G(s), G'(s), ..., G ( n ~‘)(z) soien 
Inies et continues pour toutes les valeurs de z intermddiaires entr< 
V , CC^ j . . • ) 00 n j et que, pour les mdmes valeurs de z, G ( " -:I) (z) ait un< 
Idrivde G„(z) finie et ddterminde. 

Ce thdordme est connu pour n = 1; il suffit de renvoyer 4 Dini 
Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, p. 70 . 

La preuve de ce thdordme, aussi bien que de quelques thdordme 
qui s’y rattachent telle qu’elle se trouve dans les livres d’dtude le 
plus employes encore aujourd’hui, p. e. dans Serret, Cours de calcu 
iiffdrentiel et integral, contient une lacune qui n’a dtd combine que pa 
quelques recherches de Weierstrass; on peut consulter Dini, p. 43 — 5 ] 
Weierstrass lui-mdme n’a rien publid h ce qu’il parait de ces recherche 
sur les bases de la thdorie des fonctions. 

II faut surtout remarquer que dans le cas le plus simple de tous 
celui oh n — 1, la grandeur £ est situde entre x et x 1 et qu’on peu 
lui donner une valeur qui diffdre tant de x que de x x . 

La preuve du lemme dans le cas gdndral se ddduit immddiatemer 
de ce mdme lemme reconnu comme vrai dans le cas le plus simple 

„~i„: ~.\_i u\, i <v) —- 0 of r\ot* oAnc^onont 
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et en appliquant encore une fois le th^or&me pot 

On peut continuer ainsi et l’on voit en m£me 
cas general la grandeur £ peut etre supposde diff 
grand et du plus petit des nombres x, x ly ..x n . Le 
doit imposer 4 la fonction G(z) et & ses ddrivdes, cell 
et ddrivables, se deduisent aisdment de celles qui 
cas ofi n = 1. 


8 . La preuve de la forraule (1) peut maintenant 
la suivante. 

Pour simplifier, je d^signe par F {x) le polyndme 
Lagrange; done 


( 3 ) 


p=zn 


F(x)='£ 


<p (x) 


(;X — X p ) cp' ( X p ) 


f (sCp)‘ 


Parmi les valeurs x lt x 2 , ..x„ il n’y en a pas de 
et comme les fonctions F (x) et f(x) prennent les m 
x = x v x = x 2 , ..x = x n et que nous nous propos< 
formule g^ndrale et simple qui exprime la difference 
pouvons, sans qu’il en resulte aucun inconvdnienl 
valeur de x ne coincide pas avec une des valeurs 
Ceci pose, soit 

( 4 ) . . . . f(x) = F (x) (x — x^) (x — x 2 L • • (* — 

La valeur de R est compietement determinee p 

Figurons-nous pour un instant que les grandeurs 
constantes, tandis que z reprdsente une nouvelle varia 
la fonction 

(5) . . <*(*) = — f(*) + F (*) + (* — Xy)(z — asa)...(. 
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oil | a une valeur intermddiaire entre le plus grand et le plus peti 
des nombres x , aq, . .., x n - Mais comme F (z) est en z du degrd (n— 1 
tout au plus, cette fonction donne zdro lorsqu’on difTdrentie n fois d< 
suite l’dquation ( 5 ) On trouve done 

G("> («) = —/•(»)(») + l. 2.8 R. 

L’Equation (6) donne maintenant 

R =i7rin^ w <» 

et en substituant cette valeur dans l’dquation ( 4 ) on obtient 
f{x) = F (x) 4 - f(n) . 

nous avons done trouvd la demonstration de la formule (1). 


4 . Lorsque, dans la formule (2) qui maintenant a 6 t 6 ddmontr6i 
“lle-aussi, on laisse tendre vers une m&me limite X tous les nombre. 
v, x v . .., x n , toujours diffdrents entre eux, il s’ensuit que 


7 ) 


Lim 


f(x) 


4 . IS3jL j _ 

yj'(x) ^ y/(x l )~ t " 


+ 


f(Xn) 


/W(I) 


yj’(x n )\ 1 . 2 . 3 ... 

Outre les hypotheses qui doiveut £tre faites pour que les formule: 
1 ) et (2) soient valables, ii faut encore que dans cette dernihre for 
mule fW(x) soit continue pour x = X, attendu qu’il est impossibh 
lutrement de conclure que fw (£) tend vers la limite f tn) (X) lorsque . 
:end vers X. 

Cette formule (7) qui donne done dans le cas oh la fonction f (n) (x 
ist continue pour x = X une definition directe et gdndrale de k 
t iime ddrivde d’une fonction f(x), n’a pas encore, parait-il, 6td d6montre« 
lussi gdndralement que nous l’avons fait ici. Elle se trouve, il es' 
/rai, dans l’excellent ouvrage de Lipschitsch, Differential und Inte 
rralrechnunpf, p. 204 , Form. 20, mais d’aprhs la ddmonstratior 
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exigde par la nature des choses, et apr£s que 
connaltre des fonctions continues qui n’ont pas de 
serait plus facile que de trouver des fonctions pou 
mule ( 7 ) est valable, sans qu’il puisse 6tre quest 
n -f- l ieme de ces fonctions. *) 


5 . L’analogie entre la formule (1) et le th6or£me 
plus dvidente encore lorsqu’on ne donne pas au 
forme dl6gante et symdtrique que lui donne Lagi 
qui se trouve chez Newton dans le troisifeme Liv 
l’occasion de la discussion du problfeme des com&tes 
La formule (1) prend alors la forme 


(8) . . . f(x) = A t 4- A 2 (a: — £C 1 )-(-A 3 (a; — xfjix — 

“1“ An ix ' (x *“ Xq) ... (x Xf, 

. (x — X]) (x — Xo) ■ ■ . (x — Xn) 

+ ~ 1.2.3^... n f 


Dans cette Equation on a 

Aj = f(x i), A, 

et gdndralement 

U 


fix l) _J_ fix 2 


fix i) , fixo) 


( 9 ) • 


' " r <p'p I 


P <p'p (%) 1 <p'p (x 2 ) 

{z) = (s — x 1 ) (z — Xh)... (z — x p ) 


Newton ne donne pas explicitement cette formule 
mais il fait connaitre les procddds ndcessaires pou 
sivement A 1( A 2 , ... etc. Ce sont les suivants 



A s — 


B, — A 2 
x $, — x y ’ 


A 4 


M = fix{), A, 


x 2 — x 1 


A PROPOS DE LA FORMULE ©’INTERPOLATION DE LAGRANGE. 


5: 


Si Ton fait le tableau suivant de ces grandeurs dans l’ordre oil oi 
les trouve 

I Ax 

A 2 

Bi A 3 

Bo A 4 , 

Ci B 3 

C 2 

Di 


ce calcul s’accorde enti&rement avec celui de 1’interpolation ordinairi 
dans le cas oil x lt x 2 , • ■ x„ forment une progression arithmdtique 
avec cette Idgbre difference que la premiere, la deuxi£me, la troi 
sibme . . . s^rie des differences sont ici divisdes respectivement pai 
les facteurs 1. (x 2 — x x ), 1.2 . (x 2 — Xj) 2 , 1.2. 3 . (x, 2 — Xi) 8 ... etc. 

On a d’aprbs la formule (2) 


Ap — 2 


2.3... (jp — 1) 




oil a une valeur intermediaire entre le plus grand et le plus peti 
des nombres . ..,Xp. Si dans la formule (8) on laisse tendrt 

x 1 , x 2 , ..., x« vers une m&me limite, on obtient done immediatement 
la formule de Taylor avec la formule du reste de Lagrange. 


6. La forme newtonienne du polyndme d’interpolation 

F (x) = A x -f A 2 (x — x x ) + A s (x — xj (x — x 2 ) -f . . 

-f A„ (x — Xi) (x — x 2 )... (x — x„_i) 

a encore sur celle de Lagrange 1 ’avantage de faire voir immediate 
ment quelle est la forme que prend F (x) lorsque plusieurs des gran 
deurs x x , oc%, ..., Xn tendent vers une m£me limite ou sont prises dgale: 
entre elles. 
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tout le tableau (10). En effet, on voit aisdmen 
dviter les expressions inddtermindes de la forme 

l’une par l’autre sans intervalle celles des grandeur 
ci la fin seront supposdes 6gales. Pour obtenir 1 
faut ensuite se servir de la formule (11) et des pr 
Lorsque p. e. les grandeurs x x , cc 2 , ..., x p deviennen 
il faut supposer connues les quantitds 

II semble bien que c’est lei la meilleure mdthc 
polyndme H(x) du degrd le moins dlevd qui sati 
suivantes 

H K) = f (a*), H' {x,) = f'(x 1 ), ., H ( - - l ) 

H (x 2 ) = f (x 2 ), H '{x 2 ) = f’{x 2 ), ., H<»*-« 

H (x n ) = f (x n ), H >(x n )=f'(Xn), ., H<“* - » 

ce polyndme H {x) est du degrd k —1 tout au p 

k = a x + a 2 -f- . .. an. 

On obtient, en suivant la mdthode ddcrite p 
suivante du polyndme H(a:) 

H ( x ) = A-J-B (x — x x ) +C (x —asj) 3 -|- L (x— Xl )° l + li 

. . . +B(* — aq) a * ( x — x 2 )">., . (x — x n -i) an - 1 

oil A, B, C,..B, sont des constantes qu’on peut 
ment du tableau (10). 







A PROPOS DE LA FORMULE D’lNTERPOLATION DE LAGRANGE. 5, 

Lorsqu’une fonction G (z) satisfait aux conditions 

G (x) = 0, G' (x) = 0 , G ( " — (x) = 0, 

G (y) = 0 , G' (y) = 0 , .. G&-V(y) = 0 , 

G(*)= 0 , G'(z) = 0, G (r_1) (2) =0, 

iont le nombre est 

« + £ + 7 - •• = n, 

on a 

G(«-i)(|) — o, 

oil | est une grandeur infdrieure & la plus grande et supdrieure k 1. 
plus petite des grandeurs diffdrentes x,y,z,... 

Aprds ce qui a dtd dit au n° 2, il parait superflu de s’arreter long 
temps k la demonstration de ce thdordme. On peut considdrer d’abon 
le cas oil le plus grand des nombres a,/?, y, ... est dgal & 2, e 
prendre ensuite 3,4,5,... pour le plus grand de ces nombres. 

8. Soit maintenant H(a:) le polyndme du degrd k — 1 tout au plus 
qui satisfait aux conditions (12) et soit 

(13) . . . f(x) = H (x) -j- (x — X^Y'ix — tc 2 )"» . . . (x — Xn) a * ft. 

Alors, si Ton suppose la grandeur x diffdrente de 

^1 ? *^2 > • * * > ^ 

constante R est compldtement ddterminde par cette equation. Si l’o 
considdre ensuite la fonction 

G (*) = —f(z) + H (*) + (* — av "• (z —%)“’ — XnY* R 

il est evident qu’on n’a pas seulement 

G(a) = 0 , 

mais aussi 


G fo) = 0, G' (Xj) = 0, 


G^-d^^O, 
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et enfin 
( 14 ) . 


R: 


.ms), 


f(x) = H(s) + 


1 . 2.3 ...k' 

(x — (x — x 2 )“ 5 ... (a 


1 . 2.3 ...k 


Dans ces Equations la grandeur f a une valeur 
celle du plus grand et du plus petit des nombres x 
Cette formule comprend comme cas particuliei 
aussi bien que la formule de Lagrange, y com 
expriment les restes. 

Dans 1 ’article citd Hermite reprdsente pour ce c 
f(x )— H(ah cl l’aide d’intdgrales ddfinies. 


9 . Le rdsultat le plus g^ndral qui peut &tre obten 
nous avons ddveloppde dans ce qui prdcfede, me pa 
Supposons que les expressions f(x) et H (x) conse 
qu’elles avaient aux n 03 6 — 8 . Soit en outre f x (x) u 
de x et Eb (x) la fonction rationnelle de x du degr 
qui satisfait aux conditions ( 12 ), lorsqu’on y r 
f(x) par f x ( x ). Soit maintenant 

( 15 ). f(x) = ~E. {%) R (j y (x) — Eb {x) 

Pour que la valeur de R soit ddterminde sans 
Equation , il faut non seulement que x differe de 
en outre que f x {x) — Eh ( x ) ne s’annule pas. 
Faisons ces hypotheses et soit 

G(z) = f (a) - H (a) - R ft (a) - H x 
Alors on a non seulement 

G (a) = 0, 

mais aussi 


G(*0=O, G'(a^)=0, ..., G<- 



A PR0P0S DE LA FORMULE ^INTERPOLATION DE LAGRANGE. 


5' 


2t par consequent 


du bien 


R = 


n k) (£) 

/W 


;i6) .... . r(x) = R(x) + (f l (x)~R l (x))^ ) } - 

Cette formule generale se transforme immediatement dans la for 
mule (14) lorsqu’on prend 

fiix) = z k - 

En effet, on a alors 

fto (x) = 1.2.3... ft 

et, comme on peut le voir immediatement, 

/j (x) — Hi (x) = {x — x^ a ' (x — x 2 )^ ... (x — x„) an . 


POSTSCRIPTUM. 

On peut ddmontrer immediatement de la fagon suivante qu’il exist* 
toujours une et une seule fonction H (x) qui satisfait aux condition 
[12) et qui est en x du degr£ ft— 1 tout au plus. 

Soit 

H(a:) = a 0 -j- a y x -f- a 2 x 2 + . • • + ~ 1 • 

Pour determiner les k grandeurs inconnues fl 0) a 1) ...,Si_iona alor 
les k equations lineaires suivantes 

/a 0 -f-«i + x^a 2 -f*.+ = (^i 

la 1 -{-2x 1 a z -j- .-|-(ft— l)x k ~ 2 ak-i=f (Xj 

1.2 . a 2 -f- . . . + (ft — 1)(* — 2)x\~ s aic-i = f"^h 

(A) . . j( ai —+ (ft— 1) (ft — 2)... (ft — o 1 +l)a?j s -*»a*_i = 
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On peut remarquer d’abord que le systbme (A 
d’une seule solution, car s’il pouvait y avoir p 
aurait deux fonctions differentes G- (so) et H (*) 
Tautre aux conditions ( 12 ) et qui seraient l’une 
k — 1 tout au plus. Or, cela est impossible, car 
il rdsulterait que la difference 

0(as) — H(as) 

est algdbriquement divisible par 1 ’expression du d> 
(x — (x — X 2 )"' ... (x — SCn) 
II est Evident en second lieu que les valeurs 

a 0 = 0 , cq = 0 , a 2 = 0 , a k . 

satisfont aux Equations (A), aussitbt que les sec 
Equations sont dgafes a zdro; et d’apfes ce 
l’unique solution en ce cas. 

La tffeorie des Equations lin 6 aires nous cone 
cette conclusion, que le determinant du systdme 
pas nul. En effet, d’apr^s cette thdorie on p 
determinant est nul, satisfaire aux equations (A), 
partout les seconds membres par zero, par ur 
a 0 , afc_i, qui ne sont pas toutes nulles < 

k ce que nous avons ddmontre plus haut 

Et de ce que le determinant du systfeme dfe' 
nul, il resulte immediatement qu’on peut toujour 
membres ont de valeurs arbitraires, satisfaire k c< 
par un seul systbme de valeurs a Q , a x , ..., ak-i. 
D’ailleurs on peut ais 6 ment indiquer la valeur 
A cet effet on peut partir de la formule connue 


A PROPOS DE LA FORMULE D’INTERPOLATION DE LAGRANGE. 5! 

3u les a] premieres des grandeurs a, b , c, ..p, q tendront k la fit 
yers la limite x x , les a 2 grandeurs qui suivent vers la limite x 2 , etc 
[1 faut transformer convenablement les lignes de ce determinant, ei 
les divisant par les facteurs qui s’annulent k la fin et en appliquan 
k la limite la formule (7). On obtient ainsi pour le determinant di 
systeme donations (A) la valeur suivante 

0 ! 1! 2 !... (oq — 1)! (x 2 — (x s — .. . (x n — * 1 ) 0, i°" 

0 ! 1 ! 2 !.. . (a 2 — 1)! (x z — ic 2 ) ai< ' 5 ... (x n — x 2 )" >a " 

0! 11 2!... (a n — 1)! (;r»— 

La suite des operations est suffisamment evidente d’aprds la con 
siddration d’un cas particular, celui oil 

k — 5, m = 2, cij = 3, a 2 — 2. 

Ici on trouve 

1 a a 2 a 3 a 4 

1 b b 2 b s i> 4 

1 . C <J 2 c s c 4 = 

1 d d 2 d 8 d 4 

1 e e 3 e 8 e 4 

1 a a? a s a 4 

to t% t 2 

= Uq u x u 2 m 3 m 4 X (6 — a) (c — a) (c — 6) (e — d), 

1 d d 2 d s d 4 ^ 

H Vi V 2 v s Vi 

oil 


hr 
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Par consequent on a 
1 a a 2 

to ti to 

u 0 

1 d d? 
v 0 v i v 2 

et en prenant 

lira a = lim b = lim c = x lt 
lim e = lim d — x 2 , 

on trouve maintenant k l’aide de la formule (7) 

1 X\ X? OO^ Xi 4 

0 1 2xi 3xi 2 4xi s 

0 0 2 2.3 act 3.4 % 2 

1 x 2 x 2 2 x 2 3 x 2 4 

0 1 2 x 2 3 xg 4 x 2 s 


a 3 a* 


tz t. 


•t 


«8 


d s d 4 
v s v 4 


= (d — a) (d — b 
(e — a) (e — b 


= 2(x, 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., IX, 1882 , 106 — 


Eenige opmerkingen omtrent de differentiaalquot 
van eene functie van e£n veranderlijke. 


Is eene functie f(x) voor alle waarden van x, a^x^b, ge 
voor al deze waarden van x differentieerbaar, dan is 

(A). 

(o< l<6) 

Hieruit volgt, wanneer a en b tot een limiet X converg 
f' (x) continu is voor x = X, 


(B).Lim ££LJM=f’(X). 

Dat voor de geldigheid van deze formule (B) de voorw; 
f'(x) voor cc = X continu is, noodzakelijk is, blijkt uit hel 
voorbeeld. Zij f( 0 ) = 0 en voor x^O 


f(x)== a? cob 

De functie f{x) is dan continu en differentieerbaar 
waarden van x\ in het bijzonder is /' , ( 0 ) = 0 . Daarenteg* 
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Neemt nu n in’t oneindige toe , dan convergeei 
en toch convergeert 

f(Pn)—f (p n + 1 ) 

Pn Pn+1 

niet tot de waarde f' (0) = 0. 

Men overtuigt zich zelfs gemakkelijk er van 
positief getal h ook gegeven is, men steeds tw 
p en q, beide kleiner dan h, kanbepalen, zoodar 

f(p)—f(<l) 
p — q 

eene willekeurig voorgeschreven waarde aannee 
sprake zijn van de convergentie van deze uitdi 
paalde limiet. 

Wordt dus omtrent de wijze, waarop a er 
convergeeren, niets anders bepaald, dan is i 
waarde, dat f [x) voor % — X. continu is, nood 
digheid van (B). 

Zoodra echter vastgesteld wordt, dat a en 
limiet X convergeeren, dat X steeds tusschen 
minste niet buiten het interval a , b valt, dan 
reeds, zoodra slechts f{x) voor x= X een eindig 
f (X) heeft. Het is dan zelfs niet noodig, dat f ( x ) 
van x differentieerbaar is. 

Om dit te bewijzen heeft men niet van (A 
formule de differentieerbaarheid van f{x) voor i 
onderstelt, maar men kan uitgaan van de identil 

f(b)-f(a) = m-f(X) + f(X.)~ 

b — & b — X X — u 

Ligt nu X in het interval a, b. dan hebben 


welke beide waarden volgens de onderstelling, dat f(x)voor x = l 
zen eindig differentiaalquotient heeft, tot f(X.) convergeeren; derhalv 

ook. ^ et ls duidelijk, dat a of b ook gelijk X mogen worden 

Als een voorbeeld kande functie fix) dienen, bepaald door f{ 0) = 0 en 
voor x ^ 0, door f{x) = ± waarin het bovenste of onderste teekei 
te nemen is, naargelang x meetbaar of onmeetbaar is. Deze functf 
heeft alleen voor x = 0 een differentiaalquotient, waarvan de waard< 
door de formule (B) gevonden kan worden, zoolang nul niet buiten he 
interval a , b valt. 

De formule (A) vormt een bijzonder geval van de volgende mee 
ilgemeene, waarvan ik het bewijs elders 1 ) gegeven heb. 

Zij 

r (z) = (z — %) (z — x 2 )...(z — x„ + i), 

<C X% ^ Xg . . • Xn <C Xn -J-1) 

laten f(x),f'{x),f"(x), .... f (n ~ 1) (x) continu zijn voor alle waardei 
van x, x 1 ^x5^x n + 1 , terwijl voor deze zelfde waarden eei 

eindig differentiaalquotient f (n) (x) heeft; dan is 



f(x p ) _ 1 

r'(x P ) ~ 1 .2 . 3 .. 

(x± f ‘C Xn + l ) 


n 


f *>(£)■ 


Hieruit volgt, wanneer x v x 2 , . .x n + i tot eene gemeenschappe 
ijke limiet X convergeeren, en bovendien nog f {n) (x) voor x = l 
:ontinu is, 


;bb) 


p 'y hl f ( x p)_ _ i 
fr i r ’{ x p) 1.2.3...« 


/•w (X). 


Wij zagen reeds boven in het bijzonder geval n = 1, dat in he 
ilgemeen de voorwaarde omtrent de continuiteit van /' (n) (x) nood 
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vang; en wel is het dan voldoende, dat (x) v 

waarde x = X een eindig differentiaalquotidnt f !n) (2 
is zelfs niet noodig, dat f( n ~v (x) voor andere waardi 
tieerbaar is, laat staan dan een continu differentia 
zooals boven ondersteld moest worden. 

Het bewijs hiervan, dat het eigenlijke doel van < 
uitmaakt, kan aldus gevoerd worden. 

Zij 

v[X )=r( X )- T - ¥ ±-.^x*, 

dan zijn ook 

<p{x), cp'(x), 


volkomen bepaald, en <p ( - n ~ 1) (x) heelt voor s = I ee 
tiaalquotignt 9 (n) (X) = 0. In het voorbijgaan zij op 
de onderstelling, voor x = X is f<- n ~v(x) differentieer' 
j s voor x = X continu. 

Ik stel nu 

P (s) = (z — Xj) (z — x 2 ). ..(2 — x„), 

2 (®) X%) (Z 3/g) .{2 Xn + t) > 


dan is volgens (AA), wanneer men in deze formi 
vervangt, 


P—n 


(«-l) 


_ 1 

P 4^W) l.2.Z...{n-\) cp 

(% 1 < i<x n ), 

p=n+l . 

V _ 1 _ a, 

a'(*p 5 1.2.3...(n — i ) 95 

(x 2 <f]< Xn + i) 


en wel vereischen deze formules geenerlei onderste 
differentieerbaarheid van 9 (» - *) (a;). 


DIFFERENTIAALQUOTIENTEN V. EENE FUNCTIE V. EEN VERANDERLJTKE. 6i 


^«+i— ay jj —X "^Un + i — ay X —I 

Daar £ en q binnen het interval x x , a: B + i liggen, en X ten rninsti 
niet buiten dit interval ligt, zoo zijn 


UXl-, 

+1 -f 1 ^1 


volstrekt genomen, kleiner dan €6n. Verder volgt uit de onderstelling 
iat tp ( - n ~ l) {x) voor # = £ een eindig differentiaalquotifint (pW(X) = ( 
heeft, dat 

9 ,(»-i)(^)_ 9 ,(«-i)(X) ^("-^(X) — 

rj-X Sn X-.£ 


tot de limiet nul convergeeren, wanneer Xj, x 2 , .. 
limiet X convergeeren. Dus volgt ten slotte 


p = n + l 


X i 


<p (%p) 


: 0 , 


k 


r '( x p) 

of, daar 

(p{x )=f{x)- T -^^ n 
ivas en men identiek heeft 

"v 11 *; . 

r'W ' 


x n 


a;» + i alien tot hui 


v *-^ f(%p) _ k fW (X) 

^ r'(x p )~ 1.2.3...n 1.2.3 ...»’ 

waarmee het bedoelde bewijs geleverd is. 

Men kan zeggen, dat deze formule altijd geldt, zoodra slechts fW (X 
sene bepaalde beteekenis heeft, want dit vordert reeds vanzelf, da 
f(n-i) ( 3 .) j n nabijheid van x = X. overal eene eindige en contim 
veranderliike waarde heeft: even 00 wat f( n ~ 2 U ). f( n ~ s Ux). .. betreft 
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bestaat. Ditblijkt, wanneer men bedenkt, dat d 
de waarde van f{x) voor a = I de bovenstaande i 
waarde verandert, zoolang geen der waarden x y 
aan X is. 

Ligt X buiten het interval x y , x n +i, dan behoe 

n —x x—s 

— - -en -, 

X i —X n +1 X y —X n +1 

geen echte breuken meer te zijn, en deze omsta 
het bewijs ten einde te voeren. Maar wij zagen i 
beeld, dat in dit geval omtrent/' (n-1) (a;) verdere on 
zijn, namelijk, dat in het algemeen fW{x) best 
continu is. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., IX, 1882 , to 6 — 111 .) 

(traduction) 


Quelques remarques k propos des derivees d’une fonction 

d’une seule variable. 


Lorsqu’une fonction f(x) est donnde pour toutes les valeurs de 
sour lesquelles a^Lx^Lb, et qu’elle peut £tre differentiae pour toute 
:es valeurs de x, on a 


A) 


f( b) - f(a)_ 
b — a w ' 


(»<£<&) 


11 s’ensuit que lorsque a et b tendent vers une limite X et que 1 
onction f' (x) est continue pour x = X, 


b — a v ’ 


L’exemple suivant fait voir que la condition, d’apr&s laquelle 1 
onction f'(x) est continue pour x = X, doit ndcessairement £tr 
emplie pour que la formule (B) soit valable. 

Exemple. Soit f(x) = 0 , et pour *^0 
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il s’ensuit que 

f(Pn) — f{Pn+1)_ ( 1Y (]/ n I |/ * + ([/ 

Pn - Pn+1 ~ { l) 'F» + i + f « i l 

Lorsque n tend vers l’infini, p» converge vers la' 
dant 1’expression 

f(Pn)—f(Pn + 1 ) 

Pn Pn -\-1 

ne tend pas vers la valeur f' (0) = 0. 

On se convainc mbme aisdmenc de ce que, que 
un nombre donnb h , on peut toujours trouver deu 
p et q, inferieurs h h, tels que l’expression 

f(p) — f(q) 

p — q 

prend une valeur quelconque donnde. II ne peut 
d’une convergence de cette expression vers une limi 
Nous avons dit que la condition nommbe, d’aprbs 
f'(cc) est continue pour x = X, doit ndcessairement 
que la formule (B) soit valable, dans l’hypothbse 
laquelle a et & tendent vers leur limite X est incon 
Mais dbs qu’on admet que a et & tendent vers lei 
manihre que X reste constamment entre a et b, ou c 
pas en dehors de l’intervalle a , b , la formule (B) 
f{x ) a pour x = H une ddrivbe finie/tX). Dans ce ca 
nbcessaire que f(z) possbde une ddrivde pour d’ai 
Pour Ie ddmontrer il n’est pas ndcessaire de pari 
qui suppose que la fonction f(x) peut btre different 
valeurs de x pour lesquelles a^Lx^b, on peut 
comme suit. 

Nnns avonc 


d£riv£es d’une fonction d’une seule variable. 


6 


a une valeur intermddiaire entre 


m- 


■f(X) et /(X)-f(a) 


6—X X—a ’ 

deux expressions qui tendent vers f (X) dans l’hypoth&se que f{x) ; 

pour x = X une ddrivde finie; il en est done de mfeme pour 

II est Evident que les grandeurs a et b peuvent aussi, l’une ou l’autre 
devenir dgales & X. 

Nous pouvons prendre pour exemple la fonction f{x), d6termin6 
par f( 0) = 0 et par f(x) = ±x 2 pour x^O. II faut prendre le sign< 
supdrieur ou le signe inferieur selon que x est rationnel ou non 
Cette fonction ne posshde une d6riv6e que pour x = 0, ddriv^e don 
on peut trouver la valeur par la formule (B), tant que zdro ne tomb< 
pas en dehors de l’intervalle a, b. 

La formule (A) constitue un cas particulier de la formule suivant< 
plus gdndrale, dont j’ai donn6 la demonstration ailleurs. 1 ) 

Soit 

r {z) = (S — Xj) (z — x 2 )...(z — x n + i), 

(3% X 2 Xg . . . <C Xn ^t-n-j-l) 


it supposons les fonctions f{x ), f 1 (x), f" (x), . .., f(”~V(x) continue: 
oour toutes les valeurs de x pour lesquelles x 1 ^x^x n +\ tandis qu< 
r (n-i)( x ) a pour ces m&mes valeurs une d6rivde finie f lni (x). Nou: 
ivons alors 


AA) 




V' f(Xp) 


1 


;f (n) (£)- 


L . 2.3... n 

(x 1 <^<X H J r l) 

II s’ensuit que lorsque x v x 2 , ..., x n + i tendent vers une limitc 
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Nous avons ddja vu plus haut dans le cas pa 
general la condition relative a la continuity de f {yi> 
Mais si l’on suppose qu’en convergeant vers 1 
x n +i sont l’une supdrieure l’autre infdrieure k X 
ne tombe pas en dehors de l’intervalle x 1 , x n + 
une signification bien plus gdndrale: il suffit alo 
valable que la fonction f (n - 11 ( x ) ait pour la valeu 
une ddrivee finie /'W(X) = k 11 n’est pas mdme ndc 
ait une derivee pour d’autres valeurs de x, moi 
fonction ait une derivee continue, comme nous 
plus haut. 

La preuve de cette affirmation qui constitue le 
communication, peut dtre donnde comme suit. 
Soit 

<p{x) = f{x)— 1 * ■ ■ ■ . n xn > 

alors 

<p(x), .... <p^ n - l) {x) 

sont elles aussi compldtement ddterminees et (p (y 
x = X une ddrivde finie ?W(X) = 0. Je remar 
l’hypothdse d’aprds laquelle f (n -^ (x) pent dtre diff 
permet ddjk de conclure que la fonction f("-v (%) est 
Je pose maintenant 

P (*) = (*-x 1 )(* — x 2 )...(z — x t 

q(e) — (e — x i )(s — x 3 )...(s~x, 

On a alors d aprds la formule (AA), lorsqu’on y r< 

sr <p( x p) __ i 
fyp'frv) 1 • 2 . 3 ... (« — 1 ) ^ 

(% < £ < x„) 


DERIVEES D’UNE FONCTION D’UNE SEULE VARIABLE. 
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On trouve maintenant en soustrayant et en divisant par x n + \ — x t 

p rp (Xp) __1_1 y(n - 1) (^) — y (« - D (£ ) j 

r'(Xp) ~ 1 . 2 . 3 ...(« — 1 ) i x n+ i — x 1 ( 

L’expression entre parentheses qui figure au second membre peu 
&tre remplacde par 

' y — X y y(» -l)(,)-y(n-l)(X) / X —g \ _ y ( »- D (X) — y 1 » ($) 

\Xn-\- 1 X±) fj 31 xj X £ 

Comme les grandeurs I et >7 sont situdes dans l’intervalle x 1 , » n + i 
5t que X n’est certainement pas en-dehors de cet intervalle, les ex 
pressions 

et 

%"n -}-1 20 n -J-1 *^i 

sont, en valeur absolue, infdrieures cl l’unitd. De plus l’hypothes' 
i’aprhs laquelle 9? (n_1) (x) poss^de pour x = X une ddrivde fini 
p< n ) (X) — 0 , nous permet de conclure que les expressions 

y (” --1) {n) — 9 ( ” - 15 (X) <p ~ w (X) — <p < n ~ 11 (I) 

jj — X et X — f 

:onvergent vers la limite zdro, lorsque les grandeurs x lt x 2 , ..., x n + 
tendent toutes vers leur limite X. On trouve done enfin 


mais, comme on a 


2 t, identiquement 


p = n + l 


lim V ^1 = 0, 

r' (; x p ) 


<p(x) = f(x) 


k 


1.2.3 ... ft 


x r 


72 


d£rivees d’une fonction d’une seule V. 


fonction /'("-d (x) a alors partout dans le voisinage c 
finie et continue, et qu’il en est de m&me pour / (w _ 21 1 
Mais on ne peut pas afiirmer rdciproquement qu< 




lim 


f(x T ) 


i r' (x p ) 
p=i ' VJ 


a une valeur finie ddterminde, cette valeur est 


P 


1.2 


fort bien arriver que m&me alors f inl (X) n’existe 
remarquant que lorsqu’on substitue x = X dans f (x 
ci-dessus garde la mfeme valeur, tant qu’aucu 
x v x 2 , .. x n +1 n’est dgale h X. 

Lorsque X est en-dehors de l’intervalle x l , x n + 


v-x et 

OC-y 0C?i- j-i |_i 

ne sont pas ndcessairement des fractions infdrieure, 
circonstance, lorsqu’elle se prdsente, nous emp 
la demonstration k sa fin. Mais nous avons ddjh 
que dans ce cas de nouvelles hypotheses relativ 
ndcessaires: il faut supposer alors en general que 
cette fonction est continue pour x = X. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., IX, 1882, 98—106.) 


Over eenige theorema’s omtrent oneindige reeksen. 

1. In het 89 8te deel van het Journal fur die reine und angewandt 
Mathematik, p. 242 — 244 , geeft de heer G. Frobenius in een kor 
apstel, Uber die Leibnizsche Reihe, een theorema, dat aldaar tei 
slotte onder den volgenden vorm uitgesproken wordt. 

„Ist s» eine von n abhangige Grosse, und nahert sich 

s o s i ~f~ • • • ~f~ s »— 1 
n 

aei wachsendem n einer bestimmten endlichen Grenze, so nahert sicl 
(1 — x) (s 0 + s x x -j- s 2 x 2 + + • • •) 

'alls x bestandig zunehmend gegen Eins convergirt, derselben Grenze.’ 

Dit theorema vertoont eenige analogie met een ander, dat mij seder 
ang bekend was en waarvan de waarheid, naar het mij toeschijnt 
aij eenig nadenken van zelf duidelijk is; reden, waarom ik indertij< 
let volledig uitwerken van een streng bewijs naliet. Het stukje vai 
len heer Frobenius geeft mij nu echter aanleiding, het hierop be 
:rekking hebbende eenigzins te ontwikkelen, en er eenige opmerkin 
jen aan toe te voegen; waarbij het blijkt, dat men algemeener kai 
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wanneer x steeds toenemend tot de limiet 1 conv 
limiet convergeert als 

Sn "j" Si -f— . . . -j- S n — 1 

jlj—l_j -!—— _ voor n = ot 

n 

De vorrn van het bewijs van Frobenius sch 
wenschen over te laten, en ik heb daarom niet : 
geheel te volgen. 

2. Het boven bedoelde theorema bestaat in 
o 0 , o v a 2 , ... alle positief, of ten minste niet neg 
de reeks 

ip (x) = a 0 -f- ( i x x -f- o 2 x 2 + • • • 
voor alle waarden 0 < x < 1, maar divergeert d( 
dan volgt hieruit van zelf, dat %p(x) boven al 
■wanneer x, steeds toenemend, tot 1 convergeert 

S 0 ’ S l’ ^2 > • • • 

eene onbepaald voortloopende rij getallen, die t< 
vergeeren 1 ), dan is het duidelijk, dat ook de ree 

f{x) = a 0 s 0 + a^x + a 2 s 2 x 2 4- • 
voor alle waarden 0 < x < 1 convergeert. 

In deze onderstellingen nu bestaat de te 
hierin, dat 

m 

ip{x) 

tot de limiet M convergeert, terwijl x steeds to 
heid nadert. 

De omtrent de rij getallen 


S 0> S l! , 

gemaakte onderstelling heeft dezen zin: hoe kl 

p rvnlr 


U, 
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7 


1) 


Sn + 4 -M -f- 

(k = 0 , 1, 2 , 3 , ...) 


le volstrekte waarden van 


%1 e li £ 21 • • • 

ille kleiner dan e zijn. 

Zij nu 

g\ I? = 4" a l s l fl5 4" fl 2 S 2* ) ' 2 ■ • • "1“ a n -lS n _ \X n ~ 1 , 

IQ = a 0 -j- a x x «2"f". a n - \X n ~ l , 

lan volgt, met behulp van (1), 


■(x) = P -\-a n x n (M. -f £ 0 ) + «»+1«" +1 (M + «i) + On+2^ n + s (M-k e 2)4"- • ■ 


:oodat f{x) eene waarde heeft, gelegen tusschen 

p + (M + £ ) (v 0 ) — Q) 

;n 

P + (M —e) (v(JB) —Q), 
vaaruit volgt, dat /■(«): yt(x) ligt tusschen 


:n 


M + e + ^lQf+i) 

yj(x) 


M —£ + 


P — Q(M —e) 

V{x) 


Wanneer nu x tot 1 convergeert, convergeeren P en Q tot zeker 
iindige limieten, terwijl volgens de onderstelling, %p{x) boven all 
jrenzen toeneemt. Men zal dus x kleiner dan 1, maar zoo dicht bi 
L kunnen nemen , dat de volstrekte waarden van 


P —Q(M-fe) P — Q(M — e) 
y{x) yj(x) 

deiner zijn dan een geheel willekeurig gegeven positief getal < 5 , e: 
deiner dan <5 bliiven, wanneer x no? dichter bii 1 genomen wordt. 
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twee positieve getallen /? = 8 -f- s. Bij de waarde 
evenals boven; namelijk men neme n zoo groot 
gesteld zijnde, e n , s v e 2 , ... volstrekt genomen alk 
Nadat dus n en daarmee ook P en Q bekend zij 
door de voorwaarde, dat de volstrekte waarden v 


P-Q(M + s) en P — Q (M — e) 

f (x) ip (x) 

voor alle waarden 1 — a ^ x < 1 , kleiner dan 8 bli 
Volgens het bovenstaande ligt dan, voor deze 

fix) 

ipiX) 

tusschen M + * + 3 en M — e — 8, d. w. z. tusschei 
Het is duidelijk, dat de onderstelling dat ip [x) e 
gerangschikt volgens de geheele opklimmende 
de bovenstaande afleiding eigenlijk geene ro] 
uitkomst gemakkelijk in een algemeener vorm uii 
den. Hierbij moet echter opgemerkt worden, da 
van de redeneering hierin bestaat, dat s„, s n + 1,. 
veranderlijke x afhangen, zoodat de bepaling va 
kelijk is van de bijzondere waarden, die men h 
toe te schrijven. 

3 . Als een voorbeeld van de bruikbaarheid va 
rema kan de hypergeometrische reeks dienen 


P (a, y, X) : 


• 1 4. a ' ^ /r _L a ( a P if 

■ + 1.7 + ' 1.2 ,y(r+l 


Hierbij komen dus alleen die geva'llen in aan 
reeks voor x — 1 divergeert. 


A) .ue termen nemen boven alle grenzen toe, wanneer 
positief is. 

3 ) De termen convergeeren tot eene eindige, van 0 
limiet, wanneer a- f-/? — y — 1 = 0. 

4 ) De termen convergeeren tot nul, wanneer a yS - 
tief is. 

5 ) De reeks convergeert voor x = 1, wanneer a + / 
divergeert, wanneer a -|- ft — y 0 is. 

Volgens 3 ) convergeert de uitdrukking 

a (a +!)..• ( a + n — 1) -f 1)... (fi -f n — i; 
1 . 2 . 3 ...n... y(y 1)... {y -)- n — 1) 

waarin a-\- fi — y — 1 = 0, voor n = oo, tot eene eindige 
limiet gelijk is aan 

JIG' —1)_ 

n (a — i) n (/? — i) 

lets algemeener vindt men voor a -f- ft — y — w = 0 

/ox ,■ a (q -j-1 ) • • • (a-\-n — 1 ).Q?- f ~ra 1) Tl(u 

»=oo u(u-\-1 )... (w -|- n — 1) y (y "("l) • • • {y d - n —1) n (« 

en wel volgt dit onmiddellijk uit de definitie van II (s): 

"W = 1 “ (, + !)(» + 2)...(Y+ - „) ” ' 

Daar alleen de gevallen, waarin de reeks voor x = l di\ 
beschouwd worden, zoo ziet men uit 5 ), dat a- J- /? — y g 
moet worden. De gevallen a-fj— y>0 en a-fj— j 
afzonderlijk behandeld worden. 

I. a 4- — y> 0. 

Dan is dus w = a + /? — y positief; neemt men nu, 
meene theorema 

_1 _ a(a4-l)...(a + n-l)/?(/? + l)...(^ + « 

s ° ’ Sn u{u-\-1 )...(«-)-%— i) y(y +1)• • • (y + n 

„ _ i „ _ m(m + 1)...(u + n— 1 ) . 
a 0 _i, a„_ i.2.3...n 
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y (x) = a 0 + a i x + + • • • = (1 - x )~ v 

f(x) = a 0 s 0 + a x 8 X x -f- a 2 s 2 a; 2 ... = F(a, /?, 


en volgens (8) 


lim s n = M = 

n = oc 


n(M —i)n(y — l). 
n (a — i) n l) 


zoodat men onmiddellijk verkrijgt 

(4) . ton (1 - x)' a + 1g - y F (a, fi, r , x) = n ' (a + 


II. 


oc —j— /? — y = 0. 


Neemt men, om dit geval te behandelen 

_1 . (a+l)(° + 2)...(a + n)/gQg+l).. 

S °~ a’ n ~ 1.2.3...».y(y + l)...(y + 

a 

a 0 = a, a n — > 

dan is 

v (x) = a 4- y ax + y ax 2 -f ... = y I 

lims = n(/-D = n(« + l- 

»=oo n(a)n(i?-i) «n(a —i)m 

en na eene kleine herleiding 


lim F(q,fta+/?,afl _ n(«+/? — 

Mih) n( °- 1,n( ' 


Het behoeft nauwelijks gezegd te worden, d 
uitgedrukte eigenschappen ook onmiddellijk uit 
leiding der F-funktie volgen. De formule (4) is 
met de formulen [82] op p. 209 en formule | 
Gauss’ Werke, Bd. Ill, terwijl de formule (5) o 
formule [28], p. 217. 


OVER EENIGE TIIEOREMA’S OMTRENT ONEINDIGE REEI 


(a + » — 1) («i 4- n — 1) ■ •. (a*-fn —1) 


dan vindt men voor 

w = a4 -a iH -a 2 4“---4 -a * — ft — Pi — • 


X, 


Pk ' 


Urn (l - *V F M - n (“~ 1 ) n (ft — i)n(fe—1> ■ ■ • n( . 

um(i x) lx) K _ i, , I( „ a n ( 


en wanneer 


is, 


lim 

X 


a 4~ a l 4" a i 4~ • ■ • 4" a k — Pi - Pi — • • • - Pk — 1 

f (x) _ n (ft- i)n(flj-i)...n(gfc — 




n(a —i) n( ai —i)... n(p k - 


4. Neemt men in het theorema van art. 2 voor de fi 
het bijzonder 


w = i'—x — 4 ~ x 4" 4* ■ • • > 


zoodat 

dan volgt dus 


= =<h 


lim(l — x) {s 0 4~ s x xs 2 x*-\- .. =M, 

X = 1 

lim s n = M. 

n =oo 


Het theorema, in art. 1 vermeld, is blijkbaar alger 
wanneer lim s n = M is, zoo ziet men gemakkelijk , dat hi 


lim = M , 

n = oo % 


terwijl men uit dit laatste niet omgekeerd tot lim s» = Ml 

n =oo 
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, w =d- a o-=i + i«+"-^. 

(m > 0) 

en voor 

V (as) = log (fZ^) = x + + • • • 

Het bewijs zal hier alleen voor yj(x) = (l — x) 
daar het bewijs voor 

v(*) = log( r 

hierna geen bezwaar zal opleveren. 

Uit de onderstelling, dat 

lim a o + gi+ , v;+_gH- i _ M) 

n = oo ^ 


volgt, dat hoe klein een positief getal e ook ge 
mogelijk is een geheel positief getal n zoo grool 


( 6 ) 


s 0-i~ g l + • • • + g n + ft-l _ M i 

n -)- k ' 

(k = 0, 1,2, 3,...) 


de getallen s 0 , £ l5 e 2 , ... alle, volstrekt genomen 
Zij nu verder 


(7) 




u ( u ~h i) s ^ x z _j_ _ _p 


u 


Q — 1 + y x "I" 


1 1.2 

u (u -|- 1) 


1.2 


* 2 + --- + 


1.2.3 
u (u -|- 1)... 


1.2.3., 


terwijl ik er aan herinner, dat 

f(x) = >0+ Y s i x + “* 1 ^ 2 1 * S 2^ + -‘ 



OVER EENIGE THEOREMA’S OMTRENT ONEINDIGE REEKSEN. 
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:onvergeert. Met behulp van (7) en (8) kan men nu f{x) aldus voor 
itellen. 


■ f(x) = F 4- M{(1 — — QJ — n(u) n e 0 x n -\-R -f S, 

I k =oo 

] R = u(l X) ^ (U -[-* l)n4-fc — 1 Bj c X nJr ^ ^ , 

9) . . / *5i 

1 k = oo 

I S = (l — u)JT(u)„ +k -ie k x n + k - 1 . 

Hierin is ter bekorting door ( u) p de coefficient van x* in de onl 
vikkeling van (1 — x)~ “ aangeduid, dus 

_W(M + 1) . . . (U -|-j3 — 1) 

(u) p — ——i7278T77p 

Daar e lt £ 2 , ... alle, volstrekt genomen, kleiner dan e zijn, zoo is d 
volstrekte waarde van R kleiner dan 


k = oo 

eu(l~x) y, (U 4- l)„ 4 . A _iX” + fc - 1 , 

fc = i 

in evenzoo de volstrekte waarde van S kleiner dan 

k = co 

±s(l — u) ^ (u)n + k-l% n+k ~ 1 - 

k = 1 

A fortiori zijn dus de volstrekte waarden van R en S respectievelij 
kleiner dan 

k ~ oo 

eu(l—x) (u -f- I) k x k — £U{1 —x)~ u 

k^O 

m 

k — o o 

± e(l — u) ^ (u) k x k = ± e(l — u) (1 — x)~ u . 

* = o 

Stelt men dus 
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Uit (9) volgt dus nu, door vermenigvuldiging mel 
(11) . (1 - x) u f{x) = M + I? — MQ— n (u)„e 0 x n \ (1 • 

De functie P — MQ — n(u) n e 0 x n is geheel rations 
voor x = 1 noodzakelijk eene eindige waarde aan, z 
|P— MQ — n(w)n£o^"i(l —%) u > 
daar u positief is, stellig tot nul convergeert, wanr 
nemend, onbepaald tot de eenheid nadert. Men k; 
eene positieve grootheid 8 ook gegeven is, altijd 
a bepalen zoodanig, dat voor alle waarden van 
1 — a^s< 1 de volstrekte waarde van 

|P — MQ — n(u)„soX n l (1 — x) u 

kleiner dan 8 is. 

Het valt nu uit (11) gemakkelijk op te mak( 
(1 — x) u f(x), bij onbeperkte nadering van x tot 1 
convergeert, m. a. w. dat, hoe klein ook gegeve 
zoo kan bepalen, dat voor alle waarden van . 
1 — a^a;<lde waarde van (1 — x) u f(x) minder van 
Inderdaad, men neme twee positieve getallen 8 en e 

P = 8 -)- t s. 

Bij de waarde van s bepale men nu n z66 , dat 
« 0 , « 2 i ■ • • i n ( 6 ) alien volstrekt kleiner dan e uitva 

n, en daarmee ook P en Q, bekend zijn, bepale r 
voorwaarde, dat, wanneer x niet meer dan a van 1 

{P — MQ — n(a) n E{jX n \ (1 — x) u 
volstrekt kleiner dan <5 is. Volgens (11) ligt dan \ 
van x het product (1 —x) u f(x) tusschen de grem 
M — 8 — ts, d.i. tusschen M + (5 en M — /?. 


VI. 


(Amsterdam, Nieuw Arch Wisk , IX, 1882 , 98 — 106 .) 

(traduction) 


A propos de quelques theor£mes concernant les series infinies 

1 . Dans le 89 iim ' tome du Journal ftir die reine und angewandt< 
Mathematik, p 242—244, M. G. Frobenius publie dans un cour 
irticle Ueber die Leibnizsche Reihe un th£orbme auquel il donn< 
finalement la forme suivante: 

„Si s„ est une fonction de n et que l’expression 

g o ~f~ s i ~4 ~ • • • + _ g »-x 

n 

tend vers une limite ddtermin^eetfinielorsque n augmente, l’expressioi 

(1 — X) ( g 0 + Sl% -F + g 3^ 8 + • ■ •) 
tend vers la mfeme limite lorsque la valeur de x tend vers l’unite ei 
croissant continuellement.” 

Ce thdorbme montre une certaine analogie avec un autre thdorfemi 
qui m’etait connue depuis longtemps et dont la v 6 rit 6 , k ce qu'il m< 
paralt, s’impose pour peu qu’on y r^fl^chisse; pour cette raison j< 
m’dtais abstenu autrefois d’en chercher une demonstration achevde e 
rigoureuse Cependant, l’article de M. Frobenius me fournit main 
tenant l’occasion de developper quelque peu mes id^es a ce sujet e 
d’v aiouter quelques remarques qui font voir qu’on peut dire gf^ne 
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lorsque x tend vers 1 ’unite en augmentant contini 
vers la mfeme limite que l’expression 

go + *i + "-+jn . - . i _ pourn = oo. 
n 

II me semble que la forme de la ddmonstratio 
laisse rien cl ddsirer; c’est pourquoi je n’ai pas 1 
enticement sous ce rapport. 

2 . Le thdorfeme dont je parlais est le suivant. 
grandeurs a 0 , %, a 2 ■ .. soient toutes positives ou c 
tives et que la sdrie 

rp (x) = a 0 + a x x -)- <h + • • • 
converge pour toutes les valeurs de x, telles qu< 
qu’elle diverge pour x = 1 . 

On en conclut aisdrrent que la valeur de %p(x) 
de toute limite lorsque x tend vers 1 en croissant. 

So t S lt $2 , - • • 

reprdsentent une sdrie illimitde de nombres con 
limite M '), il est Evident que la sdrie 

f (x) = £? 0 So -(- a x s 1 x -j- «2 s 2 * 2 + • • 
converge elle-aussi pour toutes les valeurs de x, t« 

Or dans ces hypotheses la propridtd qu’il s’ 
consiste en ce que l’expression 

f(%) 

V (*) 

tend vers la limite M , lorsque x tend vers l’un 
continuellement. 

L’hypothfese faite h-propos de la sdrie de nom 

* 0 , ^ 2 > • • • 


QUELQUES TIJEOREMES CONCERNANT LES SERIES 


( 1 ) . . . 
les nombres 


— M -j- C*, 

(* = 0, 1, 2, 3, ...) 


( e 0 > £ 1 > s 2 i • • • 

sont tous inferieurs a s en valeur absolue. 
Posons 


2 ) _ _ > — a o s v~\~ a iSxXa n —i s n 

'■§ — a 0 -}-a 1 x-{-a 2 x 2 + • • •'. -j~a n -ix r 

On a alors, en faisant usage de liquation ( 1 ), 

f(x )=P + a n x n (M + £o) + a n +1 x n +1 (M -f- «x) + a n + 2 x n 

II s’ensuit que f(x) a une valeur intermediate entre 


et 

d’oil l’on conclut 


et 


P + (M + e) [ip (X) - Q] 


que 


P -f (M — e) [ip (x) — Q], 
fix) 


V (%) 


a une valeur intermediate 


M + c4 


P-Q(M + 6 ) 


y>{x) 


M —£ + 


P — Q (M — s) 
y>{x) 


Or, lorsque x tend vers 1, P et Q tendent vers 
frnies, tandis que ip (x) , d’apr^s notre hypothese, augi 
toute limite. II sera done possible de prendre po 
infdrieure & 1 et si peu differente de 1 qu’en va 
expressions 


P — Q (M + «) _ P —Q(M —e) 
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%P (x) = fl 0 4 - x -f- a 2 x 2 + ... = (1 — x) ~ “ 
f(x) = a 0 So + S 1 ^ + «2 s 2 ^ + • ■ • = F ( a » A 


et d’aprbs (3) 


lim Sn = M = 

n — oo 


n (u — l) n (y — l) 
n (a — l) n 0? — i) ’ 


de sorte qu'on obtient imm 6 diatement 

(4) . . lim (1 — x) “ + ■ 3 “ v F (a, /?, y, x) = U ^ ^ 

II. a — y — 0. 

Si Ton pose, pour traiter ce cas, 

_(a + l)(a + 2)...(a + »)^(A + l)---0J- 

s °— a ’ n _ 'T. 2.8 . n . y (y + 1)... (y + n - 

a Q = a, 


il en r£sulte 


y') (x) — a. -|— —ax -)—— a x^ 

ci O 



lims = n(y -i) n(a + A-D 

.=. " h(a)h(p-l) a II (a-1)11(0- 


Et apr&s une petite reduction on obtient 


lim F («> A « + A *) _ n (a 4- - 1) 


II est presque superflu de dire que les propri 6 t< 
(4) et (5) peuvent aussi fetre ddduites immddiatemen 
la transformation de la fonction F. La formule (4) j 
formules [82], p. 209 et [48], p. 147 des Oeuvres de < 
tandis que la formule (5) est une consequence imm 
mule [28], p. 217. 


QUELQUES THKOR&MES CONCERNANT EES SERIES INFINIES 


(a -f- n — 1) (Oj -f- n — 1)... (a& 4 ~ n ~ 1) 
n (ft + n ~ 1) • • • (Pk + n - 1) x 


on trouve pour 

U = a -(- -(- a 2 . -f- nk — /? l — /1 2 — • • ■ — Pk~^> 0 


lim (1 — x) u F ( x) = 

X = 1 


n (m -1) n (Pi ~i)n(& 
n (a - i) ii («, - lj n (« 2 


1 ) 

1 ) 


n (pi -: 
n (a/e — . 


et pour 


a “t" a l "t* a 2 4" • • • 4" a * — Pi ~ p2 ~ • • • ~ Pk — 0 



n{p 1 -i ) u{p 2 -i)...n (p k - lj 

n (a - 1) 11 («! - 1)... II (a* 


4 . Si dans le thdor£me du n° 2 on donne & v> (x) la form 

w ^ = rhc = 1 + »+4- • • •, 


de sorte que 
il s’ensuit que 


Cto — Cl^ — d 2 


i, 


lim (1 — x) \s 0 -f- Sj x -f- 6' 2 x 2 + ... j = M, 

x = l 


lim s„ = M. 

n = oo 


Le thdorbme dnoncd au n° 1 est dvidemment plus gdr 
pour lims„ = M on peut en tirer, comme cela se voit ais^ 

n = oo 

Mm g A+jl. + • • • + a ” . - l = M , 

« = =» n 


tandis qu’il n’est pas possible de tirer rdciproquement de 
nibre equation la formule lim s n = M. 

n — oo 

Cette circonstance m’induisit 4 examiner si d’autres Ii 
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. U ?t ('< + 1) 

^(a:) = (1 — £c) “ = 1 + y :C + yTgj 


et 


V 


(x) = log ^ 


1 — X, 


(M >0) 

:X-\-l% 2 + $;%? + ■ ■ 


Je ne donnerai la demonstration que pour y ( x ) = 
que la demonstration pour 

V (as) = log f 


1 — x, 


noffre ensuite aucune difficult^. 
De l’hypoth&se 


li m s t+A±tAl+ 5n ^i = M, 
n 


on deduit qu’il est toujours possible, quelque 
nombre positif donne <■, de prendre un nombre 
que pour 

Sp ~f~ s l ~{~ • • • ~j~ Sn+k — 1 


( 6 ) 


:M + £, 


n-j- k 
(* = 0,1, 2,3, ..) 

les nombres £ fl) q, q,... deviennent tous inferieurs k 
Posons ensuite 


(7) 




Q = 1 + y + ^ a? +... + ^ 

je puis rappeler qu’on a 

I u „ , «(« + !)„ a j B + 



QUELQUES THEORiiMES CONCERNANT LES SERIES INEINIES. 


A J'aide des Equations (7) et (8) on peut maintenant donner k f 
la forme suivante: 


i f{x) = P + M [(1 - x)-' x - Q] -»(u) w £ 0 jc n + R + S, 

k = oo 

R=M(1 — l)n+k-iekX n + k ~' 1 , 

( 9 ) . . ( ife 

k = oo 

S = (l-tt)]£ (M)n + *-l e k x n + k ~\ 

k = l 


Pour plus de brikvet6 on a appel£ ici ( u) p le coefficient de x p da 
le d^veloppement de (1 -x)~ u , c. k. d, on a pris 


(u)p 


u (u -f-1) • • • («* + P — 1) 
1.2.8...JJ 


Attendu que les grandeurs e v e 2 , ... sont toutes en valeur absol 
inferieures k s, la valeur absolue de R est inferieure k 

k — oo 

su(l -x) l) n+fc -i + 

* = i 


et de mfeme la valeur absolue de S est infdrieure k 

k = co 

±s(l-u) («)„ + *_ iX n + k ~ l . 

k = 1 

A plus forte raison les expressions R et S sont done, en vale 
absolue, inffirieures k 

k = oo 

s u (1 - x) -\-\)kX k —eu{l — x)- u 

k-Q 

et 

k = 30 

+ e (1 — u) (u) k x k = ± e (1 — w) (1 — x)~ u 
k = o 


respectivement. 


oil y represente une fraction positive ou ndgativ 
L’equation (9) donne maintenant, aprds multi 

(11) . (1 — x) u f{x) = M + IP — MQ — n 0<)„£o^"l (1 
La fonction P — MQ - n(u) n e 0 x n est rationnelle 
sairement une valeur finie pour x = 1, de sort* 
|P - MQ — n (u) n e 0 x n \ (1 - x) u 
attendu que u a une valeur positive, tend cerl 
lorsque x se rapproche inddfiniment de l’unitd i 
nuellement. 

On peut done toujours, quelque petite qu< 
positive donnde 8, determiner un nombre positi 
que pour toutes les valeurs de x satisfaisant k 1 - 
de 1’expression 

{P — MQ — n(u) n e 0 x n \ (1 — x) u 
devienne infdrieure H en valeur absolue. 

Or, on ddduit aisdment de l’equation (11) quel’e 
tend reellement vers la limite M, lorsque x se ra 
de l’unitd, en d’autres termes qu’on peut touj< 
que soit une grandeur donnde , determiner a 
pour toutes les valeurs de la variable satisfa 
la difference entre la valeur de (1 — x) u f(x) et M d 
En effet, prenez deux nombres positifs 8 et t 

P = 8 -f -1 s. 

Determinez ensuite le nombre n de telle man 
tion (6) les valeurs de « 0 , e 2 , ... deviennent 

absolue, infdrieures a celle de e. Le nombre 
dtant ainsi connus, prenez un nombre a tel que 
x et l’unite n’est pas supdrieure k a, 1’expressic 


VII. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9, 1882, 111 — 


Over de transformatie van de periodieke fun< 

A 0 + A, cos cp 4 - sin <p -f- • • • + A„ cos n <p + B„ sin n 

Het groote nut, dat men in veel gevallen kan trek! 
ontbinding in factoren van eene uitdrukking van boveng 
vorm, schijnt mij de volgende eenvoudige ontwikkeling vj 
hierop betrekking heeft te wettigen. 

Voor het geval, dat n = 2 is, en de uitdrukking voor ge^ 
van <p gelijk aan 0 wordt, heeft men deze ontbinding i 
bij de ontwikkeling der storingsfunctie sedert lang toegej 
art. 54 van de Auseinandersetzung einer zweckm&ssiger 
zur Berechnung der absoluten StOrungen der kleinen Plan 
Abhandlung, zegt Hansen in eene noot: Die allgemeine T 
AuflOsung des Polynomen 

X = y Q y x cos x -f- COS 2 x + y 8 cos 3 x + ... 

-f- sin x . j/? 0 -f- Pi cos x -f- /? 2 cos 2 x -f • • 

in Factoren habe ich in meiner Pariser Preisschrift vollst 
wickelt. Ik heb van de hier aangevoerde M6moire, sur 
bations anY.nrouvent les rom^fes. veen inzaae kunnen 1 


94 
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Omtrent de reeele coefficienten A*, B*, in de 


A 0 -f- A x cos <p 4* A 2 cos 2 <p + • • • + A n c 
-(- B x sin <p -)- B, sin 2 <p -f- • • • + B„ s 


zal alleen ondersteld worden, dat A„ en B n n 
nul zijn, wat blijkbaar geen schade aan de alge 
bekorting zal bovenstaande uitdrukking door F ( 9 : 
zij verder 


dus 




cos 99 -}- i sin q> = z , 


dan is 


: cos ip — i sin <p = s' 


2 F (<p) = 2 Ao + (* + 2 - 1 ) + A, ( g 2 + z ~ 2 ) + .. 

- B x i {,z-~z~ l ) — Bo i (z 2 — e ~ 2 ) — ... • 

of wel 

2 z n F (99) = G (3), 

wanneer gesteld wordt 

G( 2 r) = (A„-B„i)0 2 «+(A„_.i-B„_ 1 i) 2 2 «- 1 + ... + (i 
-f (A 1 + B 1 2)^- 1 -1-(A2 + B 2 i)2 *- 2 +.. ■ 

De gebroken functie \ z~ n Q ( 2 ) neernt dus 
voor waarden van 3 met den modulus 1, de w 
geheele functie van den 2 n im graad G (z) hee 
eigenschap, dat 



toegevoegd is met G(s), en dit heeft eene bijzot 
de wortels der vergelijking G- ( 2 ) = 0 ten gevolc 

G(s) = (A„- B„i)(z -p x e*<)(« -p 2 e**)... 


EE TRANSPORMATIE VAN EENE PERIODIEKE FUNCTIE. 


9 


rergelijking G (z) = 0, elk dezer wortels zooveel maal neergeschrevei 
ils door den graad van veelvoudigheid wordt aangewezen, 


P x e q '\ p 2 e q * i ,..., p 2 n e q ^ i , 

mi volgens de tweede ontbinding 


fc4=» 


-* (SL\ i A 

Pi 'P2 Pan 

Daar nu deze beide groepen alleen in volgorde kunnen verschiller 
:oo blijkt hieruit, dat wanneer p x e q *' een r-voudige wortel is, oo' 


~6 qii een r-voudige wortel is. 

De gezamenlijke wortels van de vergelijking G ( 2 ) = 0 kunnen du 
n twee groepen gesplitst worden. 

Vooreerst de wortels met een modulus verschillend van 1. Dez 
.vortels kunnen voorgesteld worden door 


r l e Ui ' y 

— e Uii , 
r i 


r 2 e u = l , 

— e“»‘, 
r 2 


ns"**, 


1 

’ r k 




vaarin r x , r a ,.. r k alle kleiner dan 1 zijn. 

Het geheele aantal dezer wortels is even en gelijk aan 2 k. 

Ten tweede de wortels met een modulus 1. Deze mogen zijn 

e v t i^ e v “\ 


Hun aantal 2 l is evenzeer even, en men heeft 

k -\-l = n. 

Het is trouwens duidelijk, dat v x , v %t .. .,v 2 i de wortels zijn van 

F(y) = 0, 

in daar F (<p), bij vermeerdering van <p met 2n, dezelfde waarde aar 
neemt, zoo valt hieruit reeds op te maken, dat het aantal deze 
wortels even moet zijn. 

Hierbij is nog op te merken, dat uit 
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waaruit blijkt, dat wanneer voor zekere waarde 

G(s), G'(s), G"(«), . ..,G (r - 1) 

alle nul worden, en G (r) (s) niet nul is, voor 
waarde van <p ook 

F(?0, P •(tp), F" (<p), .. F (r-1) 

gelijk nul zijn, en F (r) («p) niet nul is; zoodat ee; 
van G-(s) = 0 overeenkomt met een r-voudigen v 
Wat w 2 , .. Vk , v v v 2 ,..V 21 betreft, wegens 
exponentiaalfunctie kan men elk dezer waarden 
veelvoud van 2 n vermeerderen of vermindere: 
bijv. >0 en < 2 n onderstellen. Het is voor het 
geheel onverschillig, hoe de bepaling hierover ge 
neer slechts aan de eenmaal aangenomen waa 
wordt. 

Na dit alles is dus 

G (s) = (A„ - B« i) X T X U X V, 
T -={z — r 1 e Ui ‘)... (z — r* e M *’) 

TJ=( 2 -i 

Y =(s - e v > ( ) (z - e^) ...{z- 

en dus voor z = 

F(y) = (A, - B n i) X T X U 

Door nu de factoren van T, U, Y respectievelij 
e’f i - = X (e^~ Ul)i - r x ), 

n V *1 )’ 



DE TRANSFORMATIE VAN EENE PERIODIEKE FUNCTIE 
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T {(p) = C [1 — 2 r x cos (rp — uj + r x 2 ] X • • X [1 — 2 r k cos {cp — u k ) -f- r 2 k ] x 
X sin (9? — t> x ) sin | (9 — v 2 )... sin £ (95 — t? 2 r), 

vaarin 

3 = (— l) n 2 2i — 1 (A n — B» i) 6* - + »2i +2% +2«i4-... + 2«*)! ^ r 2 • • • ^Jt) - 

Bepaalt men R en a zoodanig, dat 

A„-j- B„£ = Re ai , 
ius 

A n — B n i = R 6~ ai 

s, dan volgt voor het product van alle wortels der vergelijkin 
3- (3) = 0 de waarde t 2 dus 

^2 o 1 — - ^(Vj -f • •. ~f” Vjii ~f~ 2 Wj -}- 21<2 -f*... ‘W/fc) $ 

of wel 

2 o. —2 tti 7 t == tr x ~|“ t? 2 d - • • * “1“ r ”1“ 2 u x 2 w 2 d - • • ■ ~|“2 Wjt, 

waarin m een geheel getal is, waarvan de waarde door deze verge 
lijking volkomen bepaald wordt, wanneer men eenmaal de waarde 
van v 1 ,v 2 ,...,i'2i, u x ,u 2 ,... ,u k en a op bepaalde wijze aangenome 
tieeft. 

De waarde van C wordt nu 

(— 1 )” 2 2 * -1 R e- ai e n + mr (r x 
of 

C = (— l) m + n 2 21 - 1 R(r x r 2 ... r k )-K 
Hier volgt ten slotte de samenstelling van alle formules: 

F (99) = A 0 -f- A x cos <p -f- A 2 cos 2 cp + ... + A« cos n <p + 

+ B x sin <p -j- B 2 sin 2 cp -j- .. . -{- B n sin n <p , 

0 (z) = (An - Bn i) Z 2n +(An-l — Bn-li) S 2 ”" 1 + . . . + (A t — B x t) *» + 1 - 

+ 2 A 0 + (A x 4 - B x i) z n ~ 1 + (A a + B 2 i) z n ~ 2 + ... + ( A„ + B„ i). 
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Ajt Bn % — R 6 

2 a + 2 rn n = Vy v 2 -f . .. + v%i -{- 2 (% -f- u 2 - 
C = (— l)»»+ n 2 2{_1 E, (r x r 2 ... r*) - 

p=k p=2l 

F ( 93 ) = C X n [1 — 2r p cos (<p — u p ) -f rh X n 

p=i p=i 

Om een enkel voorbeeld te geven, zij 

F ( 93 ) = 4 — 3 V2 sin 9 ? — 2 V2 cos 3 9 
Men vindt, dat F ( 93 ), F' ( 93 ), F" ( 93 ) voor 93 = 45° 
wijl F'" ( 93 ) niet nul is, dus heeft men 

v 1 = v 2 = v s = 45°. 

Een vierden wortel van F ( 93 ) = 0 vindt men dc 
komt 

u 4 = 106° 35' 45".4. 

Nadat aldus vier wortels van de zesdemachtsve 
gevonden zijn, is het gemakkelijk de beide overi 
te bepalen. Ik verkrijg ten slotte 

F ( 93 ) = C [I — 2 r cos (93 — u) -f- r 2 ] sin 3 \{q> — v x ) f 

10 log C = 1.268505, 

10 log r = 9.484070 — 16, 

« = 239° 12'7".3, 

V-y = 45° , 

v± = 106° 35' 45" .4. 


VII. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9 , 1882 , in — 116 ) 

(traduction) 


De la transformation de la fonction periodique 

A 0 -j- cos 95 4 -sin <p -j-... -f- A„cos n<p + B„sin n<p. 

La grande utilitd qu’on peut retirer dans bien des cas de la ddcom 

position en facteurs d’une expression de la forme dcrite ci-dessus m< 

semble justifier les simples considerations suivantes sur ce sujet. 

Dans le cas oh n = 2 et oh cette expression ne devient nulle pou 
lucune valeur de 95 on a depuis longtemps applique cette decompositioi 
;n facteurs; on s’en est servi dans le developpement de la fonctioi 
perturbatrice, et dans le n°. 54 de son Auseinandersetzung einer zweck 
massigen Methode zur Berechnung der absoluten StOrungen der kleinei 
Planeten, erste Abhandlung, Hansen dit dans une note: J’ai ddve 
loppe complhtement dans mon ouvrage couronnd h Paris la theorf 
yendrale de la decomposition en facteurs du polyndme 

X = y 0 -f- 7i cos x -f- r 2 cos 2 x -j- y s cos 3 x + • • • 

+ sin x. cos x -(- /? 2 cos 2 x -f . - 

Je n’ai pas pu me procurer leMemoiresur les perturbations qu’eprou 
yent les comhtes, auquel l’auteur fait allusion; et la forme dan 
laquelle Hansen pose le problhme pourrait nous amener h suppose 

nip cq nnplnnp npn 1o tiAfrp 
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est celle ci que A n et B„ ne s’ammlent pas en inAm< 
unit pas la $pmf:ralitf:. 

Pour simplifier, l’expression ci-drssus sera imlique 
en outre 

r*" -ss cos if j-i sin if 2, 

done 

« *' i*»8 <p ■— i win v ■ ■ t ', 

nous avons alors 

2 V{if) “ 2 A,, f- A, (•? -f s ») + A , (r } .■ "I ‘ < 

>— Bj t (z’—s ') - B i(s' ■■■ s i .. - li 

ou bien 

2*" !•'(</) lM;i, 

si Ton pose 

<}(*) = (A»-Bh0s' !m }-(A„ I B„ IUi*" ' \ HA, 

-J- (A, + H, t) «" 1 ■+ (A., f l . 

La fonction fractionnaire "(I (j) prend dune p 
pour des valours tie s dont le module est t1j*al A run 
La fonction emit're (1 (*) dti degrf; U» jmiit apparemiti 
suivante: l’expression 



est conjuj»ude avec <3 (a). 11 en rdsulte une certain*; pr 
de liquation U (a) = 0. hn effet, posons 

(3 (a) = (A# — B„ i) (z —■ />, <•*•*) (* p, e**) . is 
L’expression tpii li^tire an .second inetnbre doit aioi 
lorqtfon rent place a par \ , tpfon multiplie ensni 
change enfin i en — i. Par consequent 
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multiplicity correspondant; et d’aprds la seconde ddcomposition 
elles sont 

1 


— — e 

Pi P2 


P2n 


e qint . 


Comme ces deux groupes ne peuvent diffdrer que par 1’ordre de leur 
termes, il s’ensuit que lorsque p 1 e** est r fois racine, il en est de mdm 
1 

pour 


Pi 




Les racines de liquation G( 2 r) = 0 peuvent done dtre divisdes ei 
deux groupes. 

On a d’abord les racines dont le module diffdre de l’unitd Ce: 
racines peuvent dtre reprdsentdes par les expressions 


r x e Uii , r^e^, 

1 


1 6 “‘‘ > ~r eUti ^ 


n 


r k 


e“*‘, 


Dti les grandeurs r ly r 2 ,.. r k sont toutes infdrieures & l’unitd. 

Le nombre total de ces racines est pair et dgal & 2 k. 

En second lieu nous avons les racines avec un module 1. Sup 
posons que ce soient les racines 

e***', ..., e vui . 

Leur nombre 2 1 est pair dgalement, et 1’on a 

k -{- l = n. 


Il est d’ailleurs dvident que v x , r 2 ,..., vu sont les racines de 

F(<p) = 0 

;t comme F(<p), lorsque Tangle <p est augmentd de 2n, prend h 
ndme valeur, cette remarque sufifit pour faire voir que le nombre 
le ces racines doit dtre pair. 

Nous pouvons encore observer & ce sujet que l’dquation 

2z n F(<p) = Qc(z) 
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ce qui fait voir que lorsque pour une valeur ddte 
fonctions 

G(*), G'(«), G"te), .... G lr-1, (*) 
s’annulent toutes, tandis que G (r) 0) ne s’annule pas 
F(<P), F'(?), F"(«p), (9») 

s’annulent dgalement pour la valeur correspondante ( 
FW(<p) ne s’annule pas: d’oii il rdsulte qu’un nombi 
racine de G (z) = 0 correspond d un nombre qui ■ 
de F(<p) = 0. 

Quant i «i, «a, •••, Vk, t’i, t' 2 » •••> & cause c 

de la fonction exponentielle, on peut augmenter ou d 
de ces grandeurs d’un multiple quelconque de 2n, 
peut les supposer toutes p. e. 0 et <C 2 n. II est d 
ment indifferent pour la suite de savoir quelle chc 
deurs on a fait: il suffit qu’on s’en tienne aux 
adoptdes. 

Aprfes tout ceci on a done 

G (z) = (A„ — B m i) X T X U X V, 

T = (z — r 1 e“**J... (z — r* e Uki ), 

U = (« — e u 

Y = (z — {z — e v > { )... (z — e v ; 
partant, pour z = e ?i 

F (?) = | (A„ - B«t) X T X U X V 

En rdduisant alors les facteurs de T, de U et de \ 
de la maniere suivante 

e fi — = X (e t5,_Ul)i —r x ), 

e ?i_ JL e «,i = e 9>‘ x ( 1 _.L e -(?>-«,>A 
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on obtient 

F (<p) = C [1 — 2r x cos (<p — u x ) + r\] X . • . X [1 — 2r k cos (<p — u k ) -f r|] X 
X sin-| — r i) sin i(9 — ^’ 2 )... sin } 

oh 

C = (— l) n 2 21 - 1 (An — B„ i) e + + ••• + v « + 2u i + 2m * + ••• + 2u *)> (r x r %... 1 

Si Ton determine R et a de telle manifere que 

An -j- B n i =: R 6 0 *, 

done 

A n — B n i = R e~ ai , 

on obtient pour le produit de toutes les racines de l’dquatioi 
G(a) = 0 la valeur e 2oi et par consequent 

q 2 a i ■— ^ (u l + v s -J-... -j- v. 2 i ■+■ 2 u x -j- 2 w 3 -j-... -j- 2 u$ i 

u bien 

2 a -f 2 m 7t = t\ + v 2 + .. .-j-v 2 i -f- 2 + 2 m 2 + • • • +2%; 

Equation dans laquelle m represente un nombre entier, dont la va 
leur estenticementdeterminee par cette equation, d£s qu’on a adopt* 
des valeurs determinees de v 1} v< z ,.. .,vzi, de u x , w 2 , ..., u k et de a. 

La valeur de C devient maintenant 

(— l) n 2 2 * -1 R e~ ai e (a + m *) i (r 1 r 2 ... r*) -1 , 
ou 

C = (— i)m + «2 2 '- 1 R (r x r 2 ... r k ) ~K 
Voici enfin une recapitulation de toutes les formules trouvdes: 

F (<p) = A 0 -f- Aj cos <p 4- A 2 cos 2 q> -j- ... + A„ cos n <p + • 

+ Bj sin <p -f- B 2 sin 2 q> + • • • + Bn sin n (p , 
a (*) = (An - B„ i) - 4- (A n-1 - B„ _ i i) z in ~ 1 + ... + (A x - B x i) + 1 + 
+ 2 A 0 z n + (A, + Bj i) s"- 1 + (A 2 + B 2 i) z n ~ 2 + ... + (An + B„t). 
Les racines de G(a) = 0 sont 
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A n + B„l = Re°*, 

2 a 4 . 2 m n = v x + V 2 -f- ... -f v 2 1 + 2 (% -f W 2 -f . . 
C = (—l)»» + «2 

P-k p= 21 

F(<p) = Cx n [l — 2r p cos(<p — v p ) -f r%] X n sin i 

j>=i p=i 

Pour donner un seul exemple, soit 

F W) — 4 — 3 1/2 sin 99 — 2 1/2 cos 3 99 . 

On trouve que F (<p), F' ( 99 ), F" ( 99 ) s’annulentpour <p = 
F"' (<p) ne s’annule pas. Done 

= v 2 = v 3 = 45°. 

Une quatri&me racine de F ( 93 ) = 0 , trouvde par 
d’approximation, est 

v 4 = 106° 35' 45".4. 

Aprfes que quatre racines de liquation du sixifeme . 
ont 6 t 6 trouvees de cette manfere, il est facile de c 

deux autres re ui et — e «i. J’obtiens enfin 

F <fp) = C [1 - 2 r cos (<p - u) + r 2 ] sin 8 j(y — Vl ) sin \, 

10 log C = 1.268505, 

10 log r = 9.484070 — 16, 
u = 239° 12' 7".3, 

= 45°, 

= 106° 35 '45".4. 


VIII. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9, 1882, 198—211) 


Over een algorithmus voor het meetkundig midden. 

In het 89 " te deel van het Journal ftlr die reine und angewandte 
Mathematik p. 843 , heb ik eene rekenwijze aangegeven, waardooi 
het mogelijk is, wanneer k positieve getallen a lt a 2 ,..., a k gegever 
zijn, uit deze getallen op rationale wijze k andere getallen b x , b 2 , ■ .-ibi 
af te Ieiden , zoodanig dat a, a 2 ■ ■ ■ ou — b 2 . .. bk is, en de verschil- 
len tusschen de getallen 63, ... ,bk onderling zoo klein kunnen zijn 
als men verkiest. 

Ik stel mij voor in het volgende op dit onderwerp terug te ko- 
men, en de bewijzen mede te deelen van hetgeen in die korte nool 
is uitgesproken. 

1. Zij dan, wanneer a t , a^, ... ,ak willekeurige redele getallen zijn, 
M x hun rekenkundig midden, d. w z. hun som gedeeld door hun 
aantal A; M2 het rekenkundig midden van alle producten van twee 
verschillende der getallen a X) a 2 , •• • > d w. z. de som dezer pro- 

£ (fc _ 

ducten gedeeld door hun aantal -^-; evenzoo M 3 het reken¬ 

kundig midden van alle producten van drie verschillende der ge¬ 
tallen a x , a 2 , .... a* enz ; eindelijk Mj i = a 1 a 2 ... a*. 
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Voor de gelijkvormigheid stel ik nog - vast, 
De uitdrukking 

(P == 1 > ^, 3 , ..., k 1 ) 

is nu in het algemeen positief, of scherper uitgec 
king is nooit negatief en alleen dan gelijk nul, 
tallen a u a 2 , .. ., a k aan elkander gelijk zijn, 61 
k — p-\- 1 dezer getallen gelijk nul zijn, in welk 
en Mp + i afzonderlijk gelijk nul zijn. 

Deze eigenschap is in hoofdzaak sedert lang 
eenige geschiedkundige opmerkingen hieromtrei 
met te verwijzen naar een opstel van Dr. D. B 
het 8 Bte deel der Verslagen en mededeelingen de 
demie van Wetenschappen, Afdeeling Natuurk 
1858 , p. 248 — 260 . Men zie ook het opstel v 
9 de deel dier Verslagen, p. 92 — 106 . 

Voor het gemak van den lezer, en ook om 
waarin de uitdrukking gelijk nul wordt, voile 
laat ik hier echter het bewijs van het boven ge 

2. Zij gegeven 

f(sc) — (% — a-t) (x — a 2 )...(x — 
f(x) = M 0 x k — -%- M 2 x 

X 1 • a 

waar in het tweede lid het bovenste of onderst 
is, al naar dat k even of oneven is. 

Volgens de onderstelling omtrent a x , a 2 ,..., a* 
gelijking f(x) = 0 slechts reSele wortels, en hetzi 
de vergelijkingen, die vorderen, dat de verschillenc 
van f(x) de waarde nul aannemen. Daarom heeft 
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Ik onderscheid nu deze drie gevallen. 

1°. Mj + i is niet gelijk nul. 

2°. M p + i = 0, maar M p is niet gelijk nul. 

3°. M p +1 = 0 en M p = 0. 

In het eerste geval zijn ook alle wortels van de vergi 

refiel, en derhalve ook die van 

(4).0 = Mp-i-iiC 2 — 2M P * +M p _ i; 

want het tweede lid dezer laatste vergelijking onders 
alleen door een standvastigen factor van de {p —]) 8te af^ 
de functie, die het tweede lid van (3) uitmaakt. Uit de r 
wortels van (4) volgt nu 

Mp — Mj,_iMp + i§0; 

en wel is M 2 — M p _iM p + x alleen dan gelijk nul, wannee 
wortels van (4) gelijk zijn. Hiertoe is weder noodzakel 
doende, dat alle wortels van (3), dus ook alle wortels v 
elkaar gelijk zijn, wat weder medebrengt dat alle v 
f(x) = 0 gelijk zijn, of = a a = • • • = <*k- 

IsdusM p + i niet gelijk nul, dan is M 2 — altij 

behalve wanneer a x — a 2 — ... = a*, in welk geval de u 
gelijk aan nul is. 

In het tweede geval is blijkbaar M 2 — M p _iif p + i pos 
Eindelijk is in het derde geval deze uitdrukking gelijl 
en heeft de vergelijking (2) minstens twee wortels gelijk n 
de vergelijking f(%) = 0 minstens k — p -(-1 wortels gelijk 
of m. a. w. in dit geval zijn minstens k —p + 1 der getallen 

nroliilr onn mil 
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zoodat de getroffen overeenkomst oratrent Mo ver 

v _ 


waaruit volgt 


p M p _ i ’ 

(p = 1, 2, 3, ..., k) 


a' p — a' p + 1 ; 


Mp — My-lly+l 


dus 


M p — i M p 

g'n — Qt> + 1 ; 


en, wanneer ook de waarde nul voor a t , a z , , 
kan alleen dan a i— a p + l worden, wanneer a x = 
ook dit laatste geval geheel zonder belang is, 
buiten beschouwing blijven, en is derhalve 


(6). ai > ci' 2 > fl3 > a’i > . • • > a'k 

terwijl uit (5) onmiddellijk volgt 


(7). 

a l a 2 

a 3 

... dk = ai ak a'a 

• • • a' k . 

Nu is blijkbaar 







«i 

+ «2 + a 3 + • • • 

-\-a k 


ai — 


k 





k 



Ofc — 

T 

«i 


...+ 

en, wanneer wij nu 

onderstellen dat geen 

der gi 


grooter dan % en kleiner dan a k is, zoo volgt 
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:venzoo uit a !{, 4',. . ., a k de getallen af, 4",..., 4" enz ; dan is du 

<*i > oh > 4 > ... > 4 > a k , 

4 >a'{ > a'i > ... > 4' >4, 

a" > of > 4" > • • • > 4" > 4', 


o < 4— 4< (<>! 

0 < 4 '- 4'<^^(4 
0<4"-4"<-~-(4' 


= 4 4... 4 = «i 4' •.. 4 = of 4" ... of = ..., 

;n voor de n le afgeleide groep van getallen af' 1 > o^ 1 > • • • > a k ‘ 1 heel 
nen 

< _1) > > «2 rt) > • • • > Of > 

0 < < — af < («i — a k ), 

a 2 ... a k = 4 n) 4 n) • • • a fc n) - 

Daar nu 

A — 1\ B 

k J 

)ij onbepaald toenemende waarden vann, ten slotte zoo klein word 
ils men verkiest, zoo volgt dat de getallen af, af ] , .... af all 
/oor n=oo tot eene gemeenschappelijke limiet convergeeren, di 


— a k ), 

— a 'k) < («i — o k ), 

— a'k) < («i — o-k), 
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Eerste voorbeeld. k — 3. 


<h 

= 5, 

« 2 = 5, 


14 

, 65 

a'i 

~ 3 * 

0 2 = n , 


7603 

„ 35290 

a" 

~1638’ 

~ 7673 


of 

ai'= 4.64163 61416 36... 
£$=4.64158 88465 08 ... 
£>8 = 4.64154 15131 77... 
Men ziet, hoe snel de getallen van eent 
naderen, immers 

oi — ok — 0.02380 95 ... 
a' 2 —a' 8 == 0.02747 25 ... 
a!{ — £$ = 0.00004 72951 
a’{ — ag — 0.00004 73333 
Het gemiddelde der waarden van de twe 
of = 4.64158 88337 74 .. 

Later zal blijken, dat het verschil of — a' 
de 10 d * decimaal bedraagt. De limiet is hi< 

l^IOO = 4.64158 88336 1276! 


Tweede 

voorbeeld. k = 4 . 


«i = 


a 2 = 2 , 

o 3 = 2 , 

ai = 

9 

4 ’ 

& 

11 

<o|g 

, l: 
03 =6 

a" = 

17531 
7920 ’ 

„ 116410 

“ 2 — 52593 ’ 

„ is 

as == ~5 
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en 

a[ — a ,2 =0.02777 78 , 

«2 — a' 3 = 0.02222 22 ..., 
as — ai= 0.01118 18..., 
a!{ — ct2 = 0.00009 76697 0..., 
a’{ — a's = 0.00009 74240 1 ..., 
a's — a'l = 0.00009 71786 0 .... 

Uit de waarden van oi', ag, as, a'i volgt 

af = 2.21336 38420 8 ...; 

de limiet is hier 

I?" 24 = 2.21336 38394 007 .... 

5. In de beide gegeven voorbeelden worden de verschillen de 
opvolgende getallen van eene zelfde groep 

ai — a, 2 , a'z — a §,... 
ai — ci2 — a 3 ,. • • 

niet alleen bij overgang tot de volgende groepen, hoe Ianger ho 
kleiner, maar de verschillen die tot eene zelfde groep behooren, wor 
den hierbij onderling hoe Ianger hoe minder verschillend. 
Inderdaad kan men het volgende uitspreken. 

Het quotient van elke twee der k — 1 verschillen 

<-<+i 

(i>= 1, 2, 3,... k— 1) 
convergeert voor n = oo tot de limiet 1 . 

Van de verschillende bewijzen, die ik voor deze eigenschap vond 
is het volgende verreweg het eenvoudigste. 

6 . Ik stel 

a l =a — x lt 


n - n 
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f(x) = (x — Xj) (x — iCg) . . . (x — X k ), 
f(x) = N 0 a* - y Nj x*-' + k i - r ~ 1} Ji 


zoodat de getallen N 0 , N lf - jN* op dezelfde w 
vormd zijn als M 0 , M 1} ..., M fc uit a lf a 2 ,..., 
onduidelijkheid aanleiding geven, dat f(x) hier 
andere beteekenis heeft dan in art. 2. Men 
middellijk, dat de getallen M 0 , M x , ..., M*, op 
middel van de functie f{x) en hare afgelei 
kunnen worden 

M* == 
k M* -1 = / 

k(k — 1)...3.2M X = , 

k(k — 1) ...3. 2. 1M 0 =, 

waaruit dus volgt 



( 11 ) 


„/_ Pf k ~ p (a) 
f k ~*+ 1 (a)' 
(p = 1, 2, 3, ..., k) 


waarbij f° (a)=f(a) te nemen is. 

In plaats van (11) kan men ook schrijven 


( 12 ) 


N 0 a*- 


a p - 




P(P~ 1 ) 


1 . 2 


N n a p ' 


(P ~ 1 ) 


^ o *- 1 + 


(p- 


DJ 

1 . 


Ontwikkelt men deze waarde van a' p volgens 
van a, dan vindt men voor de eerste termen 
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Evenzoo mogen z x < « 2 < • ■ • < Zp-i de reeel e ongelijke wortels vai 
ie vergelijking / fc_p + 1 (aj) = 0 zijn, zoodat z x tusschen y x en y 2 , z 
:usschen y 2 en y 3 ..., eindelijk z p -i tusschen y p — i en y p ligt. Hierbi 
s dus p > 1 te onderstellen. Volgens ( 11 ) is dan 


_/ _ (a — Vi) (a — y 2 )...(a — y p ) 
p (a — z x )(a — s 2 ) ••• (a — Zp-i) ' 

;n wanneer men de deeling uitvoert en in gedeeltelijke breukei 
splitst, volgens (13) 


14) 



*=*>- 


N,+ Z 


* Aft 

a — z k ’ 


ivaarin 
15) . 


• A k — 


_ fa — y t ) fa — y 2 )... (z k — y p ) _ 

fa — z x )... ( z k — z k _ x ) fa — z k + 1 ).. . fa — z p _ i) 


In den teller van deze uitdrukking voor A* zijn de factoren 


fa — 2/i) fa — 2/2) • • • fa — 2/*). 

die positief; daarentegen de overige factoren, ten getale van p — l 


%k — Vk + li Zk — Vk + 2 , • • • 1 Zk — y P , 

die negatief. 

De negatieve factoren in den noemer van A* zijn 

Zk— Zk + 1 . Zk — Zk + 2 , •••, Zk — Zp- 1 ; 

hun aantal is p — k — 1. Het aantal negatieve factoren in den telle 
van A k is dus 66n grooter dan het aantal negatieve factoren in de 
noemer; derhalve zijn 

Ai, A 2 , A s , ..., A p _ 1 , 
alle negatief, en daar de verschillen 

a — ^ > a — z 2 >...>« — Zk — 1 
positief zijn, zoo volgt 
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volgens (13) gelijk aan— (p — 1 ) (Nf—N 0 N 2 ), verdei 
dan a — x 1 = a 1 , a — z P _ i grooter dan a — Xk = 

blijkbaar gelijk aan ai is; zoodat nu volgt 

(j>-l)(N?-N 0 N 2 ) 

- 9 

Op-i)(n^-n 0 n 2 ) 

dk 

Voor p = 1 heeft men blijkbaar de teekens ' 
gelijkteeken te vervangen. 

7. De afleiding der ongelijkheden (16) steunt w 
standigheid dat A lt A 2 , ..A y _i alle negatief zij 
laatste ook nog aldus aantoonen. 

Zij 

9 {x) = {x — y t ) {x — y 2 )... (x — y p ), 

dan is blijkbaar 


en 

9' (%) __ _ _ 

g(x) x— x— ‘'' ~ r x — t 

waaruit door differentiatie volgt 

g(x)g”(x) — g'(x)g'(x) _ 1 1 

9 {%) 9 (*) — Vif {oo — y 2 f 

en men vindt, hierin x — Zk stellende, daar g’(zk) 

9 n {z k ) = 1_1__ 

9 (zk) {zk — Vif {Zk — thf 

Nu is echter, zooals uit o' v — onmiddellijl 


.pg(a) 
9' (a) ’ 

1 , 


1 ctp<a[ — 
a' p > ai — 
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a' p -a' p + 1 < Uk) (Nf-NoN a ), 

Uty ajc 

d p -a' p + 1 > a A (N g_ N N } 


lus daar hoogstens gelijk is aan k — 1 en a 1 — a* en Nf— JST 0 IS 
jositief zijn, zoo veel te meer 


17) . 


Op— a^ + i< 
dp— Op + i > 


+ (k — !) fa — «*) 

a x a k 

<h — (fc — 1) («i — «*) 
a x a* 


(Nf-N 0 N 2 ) 


(N?-N 0 N 2 ). 


In de uitdrukking rechts komt nu p niet meer voor. 

A1 de voorgaande ontwikkelingen blijven onveranderd, wannee 
nen de getallen a x , a % ,...,a k , door af, af,... af en tegelijkei 
ijd a[, a' 2 ,...,a' k door a< n + 1) , af + 1) ,...,af + 1) vervangt. 

Daar nu reeds bewezen is, dat af , af af voor n = <x> tc 
sene zelfde positieve limiet naderen, zoo kan men blijkbaar n altij 
:66 groot nemen, dat 


af —(k— 1) (af — af) 


jositief is, en dan volgt gemakkelijk 


18) 


af-(k-l)(af-af) ^af + »-a$+? „ af + ( *-1) (ctf-af) 
d k n) + (* — 1) « — af) < af + l) - < + + i f) ^ «x n) — (k—1) (af — af) 


Neemt men n groot genoeg, dan verschillen de beide waarden 
vaartusschen 


■ a: 


(n +1) 


'P +1 


■a 


(n + l) 
■fl + 1 


a: 


(» + 1 ). 


a 


(n +1) . 


igt, zoo weinig als men verkiest van de eenheid. 
Hiermede is dus het in art 5 uitgesprokene bewezen. 
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Of 



b’k) = 1 +'-£- +■ 


h 


+i +1 +i 


^ b 3 ^ b a ^ 


De uitdrukking rechts is 

+ 


4- A. _L h. _L 1 

^ bk ' bk ^ l 


bp , bq 


(bp - bg) 2 


.bq x bp / bp bq 

waar p en q de getallen 1 , 2 , 3, ..., k doorloope 
Deelt men nu beide leden door (b 1 — 6*) 2 en 
de limiet voor n = <x>, dan volgt, daar volgens h 

(b p — bq ) 2 _(p — "^ 


lim th 
n — oo V^i 


b k f Sk¬ 
is, en ter bekorting de limiet van 6 1 , b 2 , 


$ 


bk 


Nu is 


k 2 bj-b'k _ 1 

b (& x — ft *) 2 (A — l) 2 6 2 


S(P-' 


S( 2 > — g ) 2 = l 2 + 2 2 -f 3 2 + .. . + (fc- 
+ l 2 + 2 2 +... + (*- 
+ 1 8 +. •• + (*- 


waarvoor men na herleiding verkrijgt 


1 
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10. Deze formule (19) geeft een duidelijk begrip van de snelheid 
vaarmede ten slotte de getallen tot hunne gemeenschappelijke limit 

k _ 

a 2 ... a k convergeeren; het blijkt dat of + X) — af + X) eene eindig 
/erhouding heeft tot de tweede macht van aip — ap. 

In het eerste voorbeeld van art. 4 was 


a'i — a'i = 0.00009 4628..., 

;n als benaderde waarde van a!” — a'i' kan nu genomen worden 

1 (<€-aif 
6 " ’ 

:n daar a"', a'i', a$ op zeer weinig na eene rekenkunstige reek 
rormen, heeft men aan 


le correctie 


ai" = 4.64158 88337 74 ... 


1 (a?- 
12 


a'if 


= — 0.00000 00001 61. 


:oe te voegen, om de in 12 decimalen nauwkeurige waarde van iK io 


4.64158 88336 13... 

e verkrijgen. 

In het tweede voorbeeld heeft men aan 

oi" = 2.21336 38420 8... 

le correctie 



(a'i - alf _ 


=— 0.00000 00026 8. 


tan te brengen, om te verkrijgen 

1^24 = 2.21336 38394 0 ... . 
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dan zijn blijkbaar M 0 , M x , M 2 ,. ..,Ma positief, n 
+ alle gelijk nul. 

Derhalve worden 

« 2 , • • • ,a' h 

alle positief en niet gelijk nul, Ofc r i = 0; terwij 
bepaalde beteekenis hebben. Stelt men echter va: 
a[ + x,..., a' k alien gelijk nul zullen.zijn, dan zijn er t 

ai, 02 ,•• • , O’k 

evenveel gelijk nul, als van de oorspronkelijke g 
Men ziet nu onmiddellijk, dat de verdere t 
art. 3 met hoogst geringe wijzigingen onveranc 
dat ook nu de getallen of’, af \ ..., tot een 
gelijk aan nul is, convergeeren. 

Daarentegen is de wijze, waarop deze conve 
vindt, geheel anders, en men kan zeggen, dat 
veel langzamer is. 

Het blijkt namelijk, dat de verhouding van 
getallen 

a f , a’ p , Op, Op ,.. .,<4 n) ... 

(p = 1,2, 3 , ..., A) 

bij toenemende n tot eene eindige, gemakkelijk 
convergeert, die voor de verschillende waarden 
terwijl de verhoudingen der getallen van eene ze 

<>, o< re) ,..., 4 n) 

tot eindige limieten convergeeren, die alleen vai 
niet van de getallen waarden van a l5 a 2 ,..., oa , v 
gegaan. 

Daar het strenge bewijs van deze eigenscha 
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lie, zoo zij door a x , a 2 vervuld worden, voldoende zijn on 

:e besluiten, datde rekenwijze tot eene bepaalde limiet voert, en dai 

1 

lan te geven, welke der k waarden van (a^ a 2 . . . ak) k deze limie 
is; maar het schijnt uiterst bezwaarlijk om, zoo^, 02 ,..., a* wille 
seurig gegeven zijn, uit te maken, of er al dan niet eene limiet is 
jn in het eerste geval deze limiet aan te geven. 

Alleen het geval k = 2 levert niet het minste bezwaar op, en he 
sal daarom voldoende zijn, de volgende uitkomsten eenvoudig med< 
:e deelen. 

Men vindt dan, dat in dit geval er altijd eene limiet gelijk aai 

+ Va x a 2 

s , behalve wanneer de verhouding a x : a 2 reeel negatief is. 

Stelt men 

= r i e “'*> 

a 2 = r 2 e ati , 

:n neemt r x en r 2 positief, a x en a 2 tusschen 0 en 2n (de eerste waard< 
n-, de tweede buitengesloten), dan is de limiet gelijk aan 

-\-Vr x r 2 e i( " 1+0,) ‘, 

vanneer de volstrekte waarde van a x — a 2 kleiner dan n is. 

Is echter a x — a 2 grooter dan n, dan is de limiet gelijk aan 

-V^T 2 e iia ' + a ’ }i . 

Neemt men bijv. 

1 

a x = 3, « 2 = —, 

lan is de limiet gelijk aan -f 1 of — 1 , al naar dat het reeele dee 
iran z positief of negatief is. 

Daar 
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convergeerend voor alle waarden van z, waarvan h 
gelijk nul is, en waarvan de som gelijk aan -[-1 
is, al naar dat het refiele deel van z positief of n 

Eene dergelijke reeks is door Weierstrass opge: 
belangrijke verhandeling zur Functionenlehre, vo 
Monatsberichte der Konigl. Preuss Akademie dei 
1880, p. 735. 

Kort daarna merkte Tannery op, dat men op 
wijze dergelijke reeksen kan vormen. (Zie Mon 
p. 228 e v.). 

Men zal gemakkelijk opmerken, dat de bovensta; 
zonder geval begrepen is onder degene, die Wek 


Men verbetere daar de drukfoul 

I - /JQ . 

%' = ~ ■ moet gelezen worden x' — r - )• 

X — 00 X “T~ 00} 

Eene vertaling van het eerste opstel van Weier 
mededeeling naar aanleiding van Tannery’s opmer] 
in het Bulletin des sciences math^matiques et astrono 
s6rie, tome V, Avril 1881. 
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VIII. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., g, 1882, 198—2x1.) 

(traduction) 


Sur un algorithme de la moyenne geometrique. 

Dans le 89 *®“® tome du Journal fur die reine und angewandt 
Vlathematik, p. 343 , j’ai indiqud une m^thode de calcul permettant 
orsque k nombres positifs a x , a 2 ,..., a* sont donnds, d’en d£duir 
ationnellement k autres nombres b x ,b 2 , ..., 6* de telle manure qu’o: 
lit ct x a 2 ... ah = b x b 2 ... bk et que les differences des nombres b v b 2 , ...,l 
>oient aussi petites qu’on veut. 

Je me propose de retourner sur ce sujet dans 1 ’article present e 
le faire connaltre les preuves de ce qui a 6 t 6 avanc£ dans cett 
irbve note. 

1. Soient a x , a 2 , ..., a* des nombres r£els arbitrages, leu 
noyenne arithm^tique, c. d. leur somme divis£e par leur nombr 

M 2 la moyenne arithmdtique de tous les produits diff£rents de 
lombres a x , a 2 , ..., a* pris deux-k-deux, c &. d. la somme de ce 

iroduits divisde par leur nombre ——^—-; de m£me M 3 la moyenn 

irithmdtique de tous les produits diff^rents des nombres a lt a 2 , ...,a 
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rents; nous avons simplement voulu attribuer & ch 
individuality distincte 

Pour des raisons de symdtrie je pose encore M 0 = 

Mp Ij-i Mp+i 

(P= 1. 2, 3, k — 1) 

est gdndralement positive ou, plus prdcisdment, cett 
jamais negative et ne devient nulle que lorsque 
a l5 a 2 , ..., a k sont egaux entre eux ou qu’au m< 
ces nombres s’annulent auquel cas les expressions 
nulent dvidemment l’une et l’autre. 

Cette propriety gynyrale est connue depuis longt 
d’histoire il suffit de renvoyer le lecteur h un a 
D. Bierens de Haan publid dans le 8 ihme tome > 
mededeelingen der Koninklijke Akademie van Wei 
tion de physique, Amsterdam 1858, p. 248—260. 1 
aussi Particle de Lobatto dans le 9 ifeme tome des Vers 

Cependant pour dpargner de la peine au lecti 
traiter d’une fagon gdndrale les cas limites oil 1 ’expi 
s’annule, je fais suivre ici la preuve du thy orb me 

2 . Posons 

f{x) = {x — af) (x — a 2 )...(x — a k ) 

f (x) = M 0 x k — M x a ; k - 1 + M z %k ~ 

oh il faut prendre dans le second membre le sign 
signe infyrieur selon que le nombre k est pair ou 

D’aprhs l’hypothhse faite au sujet des nombres a x 
tion f{x) = 0 n’a que des racines rdelles et la mtr 
vrai pour les equations exprimant que les ddrivy 
fix) s’annulent. C’est pourquoi liquation 
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Je distingue les trois cas suivants. 

1 °. Mp + i difffere de z6ro. 

2°. Mj,-|-i = 0, mais M p diff&re de z£ro. 

3°. Mj,-|-i = 0 et M p = 0. 

Dans le premier cas les racines de liquation 

;ont toutes rdelles, et il en est done de mfeme de celles de l’^quatioi 

4).0 = Mp4-i x z — 2M. p x -f- M^-x; 

:n effet, le second membre de cette derni£re Equation ne diff&re qu< 
>ar un facteur constant de la (p — l) i4me d£riv6e de la fonction qu 
:onstitue le second membre de liquation (3). De la r^alit6 des ra 
:ines de (4) on conclut k l’indgalitd 

’expression llj — M p _iM p + i ne s’annule que lorsque les deux racine 
le liquation (4) sont £gales entre elles. A cet effet il faut et i 
mffit que toutes les racines de (3), done aussi toutes celles de (2) 
>oient 6gales entre elles, d’oh l’on conclut que toutes les racines d 
’Equation f{x)~ 0 sont dgales entre elles, c. k. d. que a 1 = a i = ...=ai 

Par consequent lorsque Mp + x ne s’annule pas, l’expressioi 
kf| — + i est toujours positive, except^au cas oua^a^. ..=a* 

:ar alors elle s’annule. 

Dans le deuxi&me cas l’expression est dvidem 

lient positive. 

Enfin dans le troisi£me cas jgette expression est nulle et 1’dquatio 
2 ) a au moins deux racines nulles, de sorte que liquation f{x) = 
1 au moins k — p -f- 1 racines nulles; en d’autres termes, dans c 
:as au moins k — p -f-1 des nombres ctj, a 2 , a* s’annulent. 

Maiic nno rip rl Annoe In rlXm Anel-rn Hnn AAm r\ 11 
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ces Equations jointes k l’hypothdse faite au sujet de 
de M 0 me permettent d’ecrire 


II s’ensuit que 


done 


My 


ap '~ Mp_i 
(p = 11 2, 3, ..., k) 


ap+i= 


Mp — Iji-i 
Mp—iMp 


+11 

et si I’on exclut aussi la valeiir 0 des nombres %, a 2 
peut avoir a x = ap +1 , cl moins que a x = a 2 =.. .=< 
dernier cas n’a Iui aussi aucune importance nous pc 
convenient l’6carter; nous avons done 


(6) .aj > a2 > <*3 > o4 >... > a*, 

tandis qu’on tire immddiatement des Equations (5): 

(7) . a 2 a s ... dk = aia^a's... a'k. 

Or, on a dvidemment 

„r _ ®1 “f- a 2 4“ a 3 4" • • • "4" a k 

ai _ _ , 

& 

^ 111 1 ’ 
^ + ^ + ^ + "' + ® 

et si nous supposons qu’aucun des nombres a lt a 2 , 
supdrieur 4 % ni infdrieur k ak, il s’ensuit que 

a'k >%, 
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nombres a lt a 2 , ..., a k nous avons ddduit les nombres 4 , 4 , ..., 4 
et si des nombres 4 > 4 ', ..., 4 nous ddduisons de la mfeme m; 
ni£re les nombres 4 ", 4 ", ..., 4 "> etc., nous avons done 

4 . 4 O'k i 

4>4>4'> ...>4>4, 

4> 4"> 4"> ... >4">4', 

ft_1 

0 < 4 — 4 < —y- (% — «*) , 

0 < 4 - 4 < (4 _4)<(*=iJ - a,), 

0 < 4 " - 4 ' < k -^- (4 - 4) < (^J (4 - a k ), 

4 a 2 ... a k = 4 4 • • • 4 = 4 4 • • • 4 = 4" 4" . . . a'k = - 

Les Equations correspondantes pour le « iime groupe de nombres ddduit 
ies groupes prdeddents, c. £L d. pour les nombres a( w) , af\..., af>, son 

4»-d >a <«) > a w >... ><A n) ><-«, 

0 < 4”) — af < )” (4 — 4), 

a x a 2 ... a k — af - 1 4 , n) ... . 

Or, comme l’expression 



orsque n augmente inddfiniment, finit par devenir aussi petite qu’oi 
e ddsire, il s’ensuit que les nombres 4 n) , af*, ..., af> convergen 
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Premier exemple. k = 3. 


«1 

= 5, 

02 =5, 

°s = 4, 


14 

, 65 

, 60 

ai 

— 3 ’ 

a 2 — 14 , 

as ~ 13 ’ 

«r 

7603 
1638 ’ 

„ 35290 

02 ~ 7673 ’ 

„ 1638 

03 ~ 85ft 


a'/= 4.64168 61416 36 . .., 
az' = 4.64158 88465 08..., 

4 = 4.64154 15131 77 .... 

On voit avec quelle rapidife les nombres d’un i 
viennent dgaux les uns aux autres; en effet 

ai — c4 = 0.02380 95 ..., 

4 — 4 = 0.02747 25 ..., 

4 — a'z = 0.00004 72951 38 ... , 
4— 4'= 0.00004 73333 31... . 
La moyenne des valeurs obtenues pour les nom 
groupe, ddduits du premier, est 

a!" = 4.64158 88337 74.... 

Nous verrons plus tard que la difference ai" — aj 
0.00000 00003. La limite est ici 

l^IOO = 4.64158 88336 12769 .... 
Deuxfeme exemple. k = 4. 


CO 

II 

02 = 2, 

a 8 — 2, 

9 

20 

, 11 

II 

> 

II 

a3=y, 

_ 17531 

1 7920 ’ 

n „ _ 116410 

02 ~ 52593 ’ 

„ _ 128826 
03 ~ 58205 ’ 
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it 

oi - a& = 0.02777 78 , 

a' 2 — a' 3 = 0.02222 22 ..., 
a' 3 — ai = 0.01118 18 .. , 
ai' _ a 2 = 0.00009 76697 0 . . ., 
a'{ — a'i = 0.00009 74240 1. . . , 
c' 3 '_ a'l— 0.00009 71786 0 .. .. 

Des valeurs de a" , de 02 , de a$ et de a’l on tire 
ai" = 2.21336 38420 8 .... 

La limite est ici 

1^24 = 2.21336 38394 007 .... 

5 . Dans les deux exemples donn 6 s on voit que non seulemen 
es differences successives des nombres d’un m£me groupe telles qu 

ai — aL a '2 — «s, ••• 

CLi — 0*2 j d2 — dg , . . . 

ieviennent de plus en plus petites lorsqu’on passe aux groupes sui 
/ants, mais aussi que les differences appartenant & un m&me group 
rendent de plus en plus vers une m£me valeur. 

En effet, on peut enoncer le theoreme suivant. 

Pour n — 60 le quotient de deux quelconques des (k — 1 ) difference 

<> - 

(P = l, 2, 3, . . . k — 1) 

rend vers la limite 1 . 

Parmi les differentes preuves de cette propriete que j’ai trouvee 
a suivante est de beaucoup la plus simple. 
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de sorte qu’il est impossible que deux des nombi 
aient la m£me valeur. Soit encore 


f (x) — (x — x-,) (x — x 2 ) ... (x — x k ), 
f(x) = N Nob¬ 
les nombres N 0 , N x , ..N* sont done formds cl l’ai 
x 1 , x 2 , ■ ■ ■ , Zk de la m£me manure que les nombr< 
ont €t€ formas & l’aide des grandeurs a lt a 2 , 
biguitd ne peut rdsulter du fait que f(x) a ici dans 
signification que dans le n° 2. On se convainc : 
nombres M 0 , M lf M* peuvent £tre exprimds de 
& 1’aide de la fonction /\ x) et de ses ddrivdes: 

M* =f{a), 
AM *_i = f'(a). 
k(k-l)M k -2 = f"(a) 


k(k — 1)...3.2M! =/■(*-! 

k(k— 1) . . . 3.2. 1I 0 =/•<*> (a 




II s’ensuit que 

( 11 ). 


_ pf*-*>(a) 

P — f(k-p + l) ( a ) ) 

(P = l, 2, 3, k) 


oil il faut prendre /° (a) = f (a). 

Au lieu de l’dquation (11) on peut 6crire 


( 12 ) 


d p — 


N 0 aP — N x aP ~* + N 2 a* - 

-L JL . a 


N 0 a p 


-! (P~ 1) 


NiaP-i-f 


{p — 1) (P — 2 


1.2 


En ddveloppant la formule du second membre 
sances descendantes de a. on trouve pour les prerr 
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:es racines sont par hypoth£se rang^es suivant leur ordre de grar 
ieur, de sorte que 

Vi ^ 2/2 y P - 


Appelons de m 6 me z 1 , z 2 , .... z p ~ 1 , grandeurs qui satisfont au 
in^galitds z x < z 2 < ... < z p _ 1 , les racines r^elles et in^gales de l’^qus 
don fP-p+v (x) = 0 ; de sorte que z x est situde entre y x et y 2 , 4 
:ntre y 2 et y 3 ... et enfin g p _ x entre y v -\ et y p . II faut suppose 
9 > 1 . On a alors suivant liquation ( 11 ) 

, — (° ~ ~ yJ •■•( a — yp) 

p (a — z x ) {a — z 2 )...(a — z p - 1 ) ’ 
it, si Ton execute la division et qu’on partage le quotient en frac 
dons simples, on aura suivant liquation (13) 


k — p~i 


14) 


a v — a — n 5 


k — l 


a — Zk‘ 


15 ) . Ak = .- . ~ ?A) (f* ~ &) •••(** — Vp) 

(Z k - Z l )...(z k — Zk-\){Zk — Zk + {)...{Zk — Zp- 1 )' 

Dans le num^rateur de cette fraction qui reprdsente A* le 
acteurs 

(«* — 2/i) («fc — 2 / 2 ) • • • (** — 2/*) 

jont tous positifs; les autres ( p — k) facteurs au contraire, c. it. d. le 
acteurs 

Zk — yic 4 - 1 , Zk — tJk + 2 , ■ ■ ■, Zk — y P 
;ont tous n^gatifs. 

Les facteurs n^gatifs du d^nominateur de l’expression A* sont 
Zk — Zk 4-1 , Zk — Z k + 2, ■ ■ ■ , Zk — Zp- 1 ; 
eur nombre est de p — k — 1. Le nombre des facteurs ndgatifs di 
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et que 


a’ p < a - N x + A . +A . + + A P -1 

0 — Zi 


Op Q) Nj “]■ 


-^1 ~t~ -^-2 ~4~ • • • 4~ -Ag -1 

O Zp — i 


Or, l’expression + A 2 -{- • • • + A p _i est £videmrr 

de dans le d£veloppement de a!p suivant les pi 

dantes de a; suivant (13) cette expression est 
— (p—1) (N? — N 0 N 2 ) et l’on a a — z l < a — x 1 = a 1 , a — e i 

tandis qu’on a aussi, comme cela se voit aisdmeni 
II s’ensuit done que 

(P-1)(H?-N 0 N 8 ) 

% 

(p-i)(n;-y 0 y B ) 

% 


( 16 ) . . 


Op 


a' p >tti 


Pour p = 1 il faut ^videmment remplacer les sig 
le signe ==. 


7. Pour pouvoir d£duire les in£galit£s (16) nous av 
— et c’^tait une base essentielle de notre raisonne 
que les grandeurs A lf A 2 , A p ~i sont toutes n6j 
peut 6tre d6montr£ encore autrement. 

Soit 

g (x) = (x — y x ) (x — y 2 )...(x — tj P ), 


il s’ensuit dvidemment que 


.P9(*) 


et que 


9’ (a) 


9’ (*). 


1 + Z^T + - 


g{x) x — yi x — y 2 


x — y p 
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Or, de liquation 


P ~ 9' <«) 


on peut tirer imm^diatement 


A _pg(zk) 

ionc 

p _ _1_ 1 _ 1 

A& — (z k — y x ) 2 (z k — y 2 f (z k — y v f ’ 

i'oii il suit que A* est n^gatif. 


8. Si Ton remplace p par p 1 dans liquation (16), on obtieii 
in combinant les diffdrentes indgalit^s 


Op — dp 4.1 
Ctp — flp-j-1 


a * +iL( q l -°*) ( N 2 _ N N ) 

q i (N a _ N N } 


lone cl plus forte raison, attendu que p est tout au plus 6gal k k — 1 
it que les expressions a x — a k et Nf — N 0 N 2 sont positives, 


17) . . 


® J5 Ct p _|_ \ <^ 

Ctp dp _j. 1 


o>k-\- {k — 1 ) (a, — g fc ) 
a* 

«] — (/c — 1)_(«, — ct k ) 
a x a k 


(Nf-NoNa), 

(N?-N„N 2 ). 


Les seconds membres de ces Equations ne contiennent plus 1 
lombre p. 

Tous les ddveloppements ant£rieurs restent les mfeines, si l’o 
•emplace les nombres a 1( a 2 , ..., a k , par af\ af>, ..., 4 n> et en m6m 
emps les nombres a 2 , a' k par af+v, <4 n+l) > • ••, <4 n+I) . 

Or, comme nous avons d6j& prouv6 que les nombres a^, af, n) ,..., a\ 
endent tous pour n = 00 vers une mfeme limite positive, on peu 
ipparemment toujours donner k n une grandeur telle que l’expressioi 
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grandeurs entre lesquelles est situde l’expression 


(« +u_«(” + 

'p _ _p + 


(«+d „(» + 

q a q + 


different de l’unitd aussi peu qu’on le ddsire. 

Nous avons done ddmontrd ce qui a dtd avaned au 


9. Pour simplifier les formules, je remplacerai 
a w p ar et a£” +1) par b p . 

On a done dans ce cas-la 


b[ — b' k = 


6] -f- &2 -f-. -. - b/c 
* 


k 





ou 



1 i h_ I h i 

+!:■+ ■ +£h 
+tr+u+ m 




~ 1 - + 
b k ^ 


b% 

bk 


j_ 4 
^ b k ^ 


Le second membre peut s’dcrire 



_ y (^p bgf 

bpb, ’ 


oil jp et q acquidrent successivement toutes les valet 
avec cette condition qu’on aura toujours p > q. 

Si Ton divise les deux membres par (b t — &*) 2 et 

limitp nnnr w m rm trnnvp iittpnrln nn#* rPanr^c 
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Or, 

2 (p — qP=l* + 2 * + 3 '^+ . .. + (k-lf + 

4" 1 J 4* 2“ + • • • + (k — 2) 3 -f- 

+ 13 + ... + { A-S)3 + 


u, apr£s reduction, 


4-1 3 , 


[one 

iU 

19) • 


Z(p-qf=~2 ¥ W 2 -l), 


bi—b' k _ 1 /A + l\ v 1 


(b[ — bkf ~ 12 1 ‘ v|X 


L /A + l\ 

2U-ij 


b ’ 


o< n + 1) — a%+ }) _ 1 (k + 1\ . .-I 

■ («<">_ aff ~ 12 (ft — 1J (ffl ® 2 • ’ ‘ ° k) ' 


10. Cette formule (19) donne une idde nette de la rapidity ave 
iquelle les nombres convergent finalement vers leur limite commun 

C 

/ a l a. 2 ... a k . II paralt que le rapport de la difference af +l) — cs[” + 
, la deuxi&me puissance de 1’expression af* — af ] est fini. 

Dans le premier exemple du n° 4 nous avions 

of —off = 0.00009 4628...; 

ous pouvons prendre maintenant comme valeur approchee de 1 

.iff6rence a'" — a'" l’expression 

1 (Qi — a» ) 3 . 

6 a." ’ 

t comme les nombres a'", a'i' et a's' forment 5. fort peu pr£s une pro 
ression arithmetique, il faut ajouter k 

af = 4.64158 88337 74... 
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si elle est supdrieure ci n la limite a la valeur 

— VrTn 

Si l’on pose par exemple 

1 

«1 = *. a 2= —i 

& 

la limite sera -|- l> lorsque la partie reelle de z est p 
que cette partie est negative. 

Comme les expressions 

«i, a\, a", «i'• • • 

sont toutes ici des fonctions rationnelles de z, la s 

+ i>2 + 63 + • • • > 

ou 

b 1 = a l , b 2 = a\ — nq , b s = a" — a{, b 4 = a'" - 
est compos6e d’une infinite de termes qui sont to 
rationnelles de z. Cette somme tend vers une limite 
toutes les valeurs de z dont la partie rdelle n’est 
limite est -f- 1 lorsque la partie rdelle de z est pos 
est negative. 

Une sdrie de ce genre a dtd donn^e par Weie 
article fort important Zur Functionenlehre, publie 
berichte der Konigl. Preuss. Akademie der Wiss€ 
p. 785. 

Peu apr&s Tannery a remarque qu’on peut formi 
logues en suivant une mdthode fort simple (Consul 
richte, 1881, p. 228 et suiv.). 

On apercevra aisdment que notre serie est com 
particulier dans celles que Weierstrass donne dat 

la p. 230. [il faut y corriger une faute d’impres 


IX. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9, 1883, 193 — 195 .) 


Over het quadratische rest-karakter van het getal 2 . 

1. Zij p een oneven priemgetal. De getallen kleiner dan p , me 
litzondering van p — 1, 

1, 2, 8, p —2 

cunnen in twee groepen verdeeld worden, al naar gelang ze qua 
iratische resten of niet-resten van p zijn. De eerste groep 

A) . a, a', a",... 

)evat dan al de resten, de tweede groep 

B) . b,b',b",... 

ille niet resten, die onder de getallen 1, 2, 3, .. p — 2 voorkomen. I 
lus p — 1 of — 1 quadratische rest, dan bevat de groep (A) all 
esten van p behalve p — 1, en de groep (B) bestaat uit de geza 
nenlijke niet-resten van p. Is daarentegen — 1 quadratische niet 
est, dan bestaat de groep (A) uit alle resten, de groep (B) uit all 
liet-resten met uitzondering van p — 1 . In het eerste geval beva 

lus de groep (A) ■ g , de groep (B) —— getallen, in het tweed 
jeval bevat (A) , (B) ^ ~ - getallen. 

a A 
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De getallen van een paar zijn altijd ongelijk; w; 
volgen 6 2 = 1, dus 6 = 1 of b = p — 1, maar het £ 
rest nooit in de groep (B) voor, terwijl p — Inc 
in (B) voorkomt. 

Is dus het geheele aantal -~g— der niet-reste 
van den vorm 4n 4* 1 > dan bevat (B) alle niet-reste 
is dus rest van p. Is daarentegen —g-- oneven, % 

4ra-f-3, dan is noodzakelijk —1 niet-rest van p. 

Te gelijk volgt nu: 

voor p = 4» + l: (A) bevat alle resten behalve d< 
aantal der getallen (A) is 2« — 1; (B) bevat alle i 
aantal is 2 n; 

en voor p = 4n-(-3:(A) bevat alle resten; hun aar 
bevat alle niet-resten behalve de niet-rest p — 1; 
getallen (B) is 2 n. 

2. Door bij alle getallen a, a', a", ... ,b, b', b ",... 
tellen, ontstaan de groepen van getallen 


(A').a + 1, a' + l, a" + l,... 

(BO.6-f 1, 6' + l, 6" + l,..., 


die te zamen alle getallen 

2, 3, 4,...,p-l 

vormen; zoodat in (AO en (B ) te zamen voorkomer 

resten en nog ^ g resten van p , namelijk alle res 

Het aantal der getallen (BO is even, en onder de 
komen evenveel resten als niet-resten van p voor. 
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In verband met het voorgaande volgt, dat voor p = in -f- 1 
groep (B') bestaat uit 

p — 1 . v — 1 

-.^— =n resten en uit —= n niet-resten, 

en derhalve de groep (A') uit 

p — 5 , . p — 1 

- —— = n — 1 resten en uit -—r— = n met-resten. 

4 4 


Is echter p = 4n-|-3, dan bevat de groep (B') 

p — 8 p — 8 

—— == n resten en —— = n met-resten, 
4 4 ’ 

derhalve bevat de groep (A') 


p — 3 p -4-1 , • 

— = n resten en —^— = n -\- 1 met-resten. 


3. Het quadratische rest-karakter van 2 kan nu als volgt bep; 
worden. De gevallen p = 4n-(-l, p = in-{-% moeten afzondei 
behandeld worden. 

I. p = in-\-l. 

In dit geval bevat (B) alle niet-resten van p , dus heeft men 

(x — b)(x — b') (x — b")... = x 2 +1 (mod p). 

Stelt men hierin x = — 1 dan volgt 

(6+1)(6 , + 1)(6' , + I)...s2 (modjj). 

Maar volgens n° 2 komen n niet-resten vooronderde 2 n geta 
&4-1, b' 4-1 . terwiil de overig-e resten ziin. 
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II. j? = 4n+3. 

In dit geval bevat (A) alle resten van p, dus hee 

p — 1 

(x — a) (x — a') (x — a ")... = x 2 — 1 (n 
Stelt men hierin x = — 1, dan volgt 

(a + 1) (a 1 -f 1) (a" + 1)... = 2 (mod^ 
Maar volgens n° 2 komen n-\-l niet-resten voor < 
getallen a + 1, a' - f-1 ,..., terwijl de overige resten 
Is dus n even of 

p = 8ft-}-3, 

dan is 2 niet-rest van p. 

Is n oneven of 

p = Sk -|- 7, 

dan is 2 rest van p. 


IX. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9 , 1882 , 193 — 195 .) 

(traduction) 


Le nombre 2 comme rdsidu quadratique. 

1 . Supposons que p reprdsente un nombre premier impair. Le 
nombres infdrieurs k p, k l’exception de p — 1 , c. k d. les nombre 

1, 2, 3,... ,p-2 

peuvent 6 tre divisds en deux groupes, dont Tun est formd des rdsidu 
^uadratiques de p , l’autre des non-rdsidus de ce nombre. Le premie 
troupe 

’A). a , a 1 , a", . . . 

:ontient done tous les rdsidus, le deuxidme 

B). 

:ous les non-rdsidus compris dans les nombres 1 , 2 , 3 ,...,p —2 
Lorsque p — 1 ou —1 est un rdsidu quadratique, le groupe (A 
xmtient done tous les rdsidus de p exceptd p — 1, et le groupe (B 
:ous les non-rdsidus de p. Mais lorsque — 1 est un non-rdsidu, 1< 
yroupe (A) se compose de tous les rdsidus et le groupe B de tous le: 
lon-rdsidus cl l’exception de p — 1 . Dans le premier cas le groupe (A 

:ontient done ^— et le groupe (B) - ■ ^ nombres, dans le deuxidnn 


1 
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Les nombres appartenant k un nifeme couple sont 
entre eux, en effet, de b — V on pourrait tirer b 2 = 
b = p — 1 ; mais le nombre 1 qui est un r£sidu ne 
du groupe (B), tandis que le nombre p — 1 ne 
groupe (A) ni du groupe (B). 

p - 1 

Lorsque le nombre total —g— des non-residu 

lorsque p a la forme in +1, le groupe (B) conti< 
non r^sidus de p et — 1 est un rdsidu de p. Mais 1 

^ - g -- est impair et que p a la forme in + 3, le 

ndcessairement un non-rdsidu de p. 

On arrive en m&me temps aux conclusions suiv, 

a) lorsque p = in +1: le groupe (A) contient tous 1 
le rdsidu p — 1 ; le nombre des termes du group 
le groupe (B) renferme tous les non-r^sidus; leur 

b) lorsque p = 4w + 3: le groupe (A) contient tou; 
nombre est 2n +1; le groupe (B) contient tous les n< 
le non-r£sidu p — 1 ; le nombre des termes du gro 

2 . Lorsqu’on ajoute l’unit£ & tous les nombres a, a' 
on obtient les groupes suivants de nombres 


(A') . a + l, a' + l, a' + l,... 

(B') .6 + 1, 6' + l, 6'+!,..., 


ces deux groupes ensemble contiennent tous les n 

2 , 8, i, ...,p- 1. 

II s’ensuit que les groupes (AO et (BO ensembi 
non-r^sidus et encore ~ 2 ~ r &idus de p, c. 4 
exceptd l’unitd. 

Le nombre des termes du groupe (BO est pair et 




LE NOMBRE 2 COMME RESIDU QUADRATIQUE. 


u 


2 t comme b est un non-rdsidu, l’un des nombres 5 -f-1, b' + 1 est u 
rdsidu, l’autre un non-rdsidu. 

Eu dgard k ce qui prdcdde, on peut en ddduire que pourp = + 

!e groupe (B') se compose de 

^ . = n rdsidus et de —= n non rdsidus, 

4 4 

;t le groupe (A') par consequent de 


P- 


, ^ rp - 

= n rdsidus et de —.— = n non-residus. 
* 4 

Mais lorsque p = 4:n-\- 3, le groupe (B') contient 

-- = n rdsidus et — = n non-rdsidus. 

4 4 

t le groupe (A') par consdquent 

^- 7 -- = n rdsidus et =«4-l non-rdsidus. 

4 4 


3. Le caractdre du nombre 2 comme rdsidu ou non-rdsidu peu 
naintenant dtre ddtermind de la manidre suivante. Lescasp = 4»i + 
;t p = in + 3 doivent dtre traitds sdpardment. 

I. jp = 4n + l. 

Dans ce cas le groupe (B) contient tous les non-rdsidus de p , oi 
i done 

p -i 

(x — b (x — b')(x — b")... =x 2 + 1 (mod P)- 

En y substituant k x la valeur — 1, on trouve 

(6 + 1 ( b' + 1) (6" + 1)... = 2 (mod p). 
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Mais lorsque n est impair, c. cl d. lorsque 

p = 8ft + 5, 

le nombre 2 est non-rdsidu de p. 

II. p = 4n + 3. 

Dans ce cas le groupe (A) contient tous les rdsid 

p-i 

(x — a) (x — a') (x — a")... = x 2 — 1 
En y substituant k x la valeur — 1, on trouv 
(fl + l)(a' + l)K + l)...s2 (m< 

Mais suivant le n° 2 il y a »-f 1 non-rdsidu: 
nombres a + 1, a' -f 1, ..., tandis que les autres 
Par consequent lorsque n est pair, c. El d. lorsi 

p = 8A: + 3, 

le nombre 2 est non-residu de p. 

Mais lorque n est impair, c. k d. lorsque 

p = 8k+ 7, 

le nombre 2 est rdsidu du nombre p. 



X. 

Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., i e sect.,sdr. 2 , 17 , 1882 , 338—417 


Bijdrage tot de theorie der derde- en vierde-machtsresten. 

Het hoofdtheorema in de theorie der quadraatresten, de zooge 
laamde wet van reciprociteit, heeft betrekking op de wederkeerig 
rerhouding van twee oneven priemgetallen, en in eene volledig 
heorie moet daarom het karakter van het getal 2 als quadraatres 
>f niet-rest van een ander oneven priemgetal, afzonderlijk bepaal 
vorden Het getal 2 blijkt hierdoor eene bijzondere plaats onde 
die priemgetallen in te nemen. 

De theorema’s, waardoor het karakter van 2 bepaald wordt, zij 
let eerst door Fermat uitgesproken x ) en door Lagrange a ) bewezer 
-lierbij moet echter vermeld worden dat het bewijs, door Lagrang 
jegeven, op geheel analoge beschouwingen berust, als die waardoc 
iuler 3 ) reeds vroeger de theorema’s bewezen had, die het karakte 
ran 3 als quadraatrest of niet-rest bepalen, en welke insgelijks reed 
loor Fermat waren uitgesproken. Het is daarom des te meer op 
nerkelijk, dat Euler steeds te vergeefs getracht heeft, de theorema’ 
imtrent het karakter van 2 te bewijzen (Vergel. Disq. Arithm., art. 120 

Een geheel analoog verschijnsel doet zich voor in de theorie de 
rierde-machtsresten. Ook hier heeft de algemeene reciprociteitswe 
letrekking' op twee oneven. d. w z. niet door 1 4- i deelbare, prierr 
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rum commentatio secunda, waarin voor het eerst 
plexe getallen van den vorm a -f- bi in de getallent 
werden, is het biquadratisch karakter van 1 -f- i 1 
Het daar voorkomende bewijs is zuiver arithmetisch $ 
wezenlijk op het theorema van art. 71, dat geheel < 
de hulpstelling, die den grondslag uitmaakt, zoow< 
als van het vijfde Gaussische bewijs van de recipr 
theorie der quadraatresten. (Theorematis arithmet 
nova. Werke, II, p. 1 en Theorematis fundamental] 
residuis quadraticis demonstrationes et ampliatione 
II, p. 47). 

Zooals bekend is, heeft Gauss zijn voornemen 
verhandeling de theorie der vierde-machtsresten to 
te brengen door het bewijs te leveren van de alge 
teitswet, die reeds in de tweede verhandeling oi 
uitgesproken is, niet ten uitvoer gebracht. 

De eerste gepubliceerde bewijzen van dit fundam 
zijn de beide van Eisenstein in het 28 ste deel van 
far Mathematik, p. 53 en 223. In het eerste stuk: L 
wordt het karakter van 1 -f i niet behandeld, wel in 
Einfacher Beweis und Verallgemeinerung des Fund 
fur die biquadratischen Reste. Bij de daar voork< 
van het karakter van 1 -{- i wordt echter gebruik 
vooraf bewezen algemeene reciprociteitswet, wat 
minder schoon voorkomt, daar de overgang van het 
tot het samengestelde toch stellig verlangt het kara 
onafhankelijk van het fundamentaaltheorema af te 

Hetzelfde geldt in meerdere of mindere mate 
methoden, die later bekend gemaakt zijn om de tl 

m-O oKtcrAcf-An n _____ * 1_ _ * 
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Geheel analoge opmerkingen zijn te raaken omtrent de theori 
ler derde-machtsresten. Het eerste gepubliceerde bewijs van de doo 
[acobi uitgesproken wet van reciprociteit in deze theorie is dat vai 
Eisenstein in deel 27 van Crelle’s Journal far Mathematik, p. 28i 
Het afzonderlijk te bepalen karakter van 1 — o (waarin q een com 
alexe derde-machtswortel der eenheid) is eerst later gegeven doo 
Eisenstein in deel 28, p. 28 e. v. van hetzelfde tijdschrift. Bij dez 
ifleiding wordt weder gebruik gemaakt van de algemeene wet vai 
‘eciprociteit, en ik zie niet, dat tot dusver eene afleiding van he 
:ubisch karakter van 1 — q gegeven is, waarvan dit niet gezegd ka 
vorden. 

Daar het nu toch wenschelijk voorkomt, eene afleiding te bezitte: 
/oor het karakter van 1 -|~ i en 1 — q , geheel afgescheiden van d 
dgemeene reciprociteitswetten, zoo is het misschien niet geheel va 
oelang ontbloot om aan te toonen, dat al deze theorema's, di 
oetrekking hebben op de priemgetallen 2 , 1 -f -i, 1 — q en die to 
lanvulling der reciprociteitswetten noodzakelijk zijn, volgens een 
yelijkblijvende methode bewezen kunnen worden. 

Het principe van deze methode bestaat daarin, het priemgets 
ivaarvan het karakter te bepalen is te vervangen door een congruen 
product van factoren Het karakter dezer factoren wordt dan bepaal 
loor beschouwingen, geheel overeenkomstig aan die van Gauss i 
irt. 15 —20 van zijne eerste verhandeling over de theorie der vierde 
machtsresten (Werke, II, p. 78—87). Gauss beschouwt in deze vei 
handeling alleen refiele getallen, en het doel der verhandeling is d 
bepaling van het karakter van 2 in deze refiele theorie. Het blee 
mij echter, dat al de beschouwingen van Gauss bijna onverander 
30 k in de theorie der complexe getallen herhaald kunnen worden 
;n de bepaling van het biquadratisch karakter van 1 i volgt da 
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van een priemgetal van den vorm a-\-bi (waarin b n 
om zoo te zeggen mede geheel volbracht; terwijl een« 
methode in het geval, dat de modulus een reeel pri< 
vorm 4w -f 8 is, tot hetzelfde doel gebezigd kan wore 
laatste geval eene veel eenvoudiger behandeling tc 
Gauss Werke, II, art 68), heb ik toch gemeend 
zelfde wijze als de overige gevallen te moeten beh 
zoodoende blijkt, dat de gebezigde methode in staat 
dige theorema’s af te leiden. 

Nadat de bepaling van het biquadratisch karakti 
gehandeld is, heb ik met behulp van de voorafgaande 
alle theorema’s bewezen, die Gauss door inductie g 
art. 28 der Theoria residuorum biquadraticorum comn 
opgesteld heeft. Voor zoover mij bekend, zijn deze 
voor het eerst bewezen : ). Dit bewijs steunt gehee 
der complexe getallen, welke theorie hier dus gehee 
dient, daar de theorema’s zelf alleen betrekking he 
getallen. Behalve de reprociteitswet in de theorie dei 
resten, waren voor het volledig bewijs nog de best 
art 19 en 20 noodzakelijk. 

Ik zal nu beginnen met de afleiding van het ka 
de theorie der 


QUADRAATRESTEN. 


1. Zij p een oneven priemgetal, de getallen 

1 , 2 , 3 , ..., p — 1 

zullen dan in twee groepen verdeeld worden. Tot 

a, a, a', ... 


A 
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P — 1 

staat uit —g— volgens den modulus p incongruente getallen, en me 
ziet gemakkelijk, dat de beide congruenties: 


(x — a)(x — a') (x — a ")...; 
(x — 0)(x — F) (x — /?")... ■ 


JO — 1 


:X 


(modp) 


■x 


+1 


identieke congruenties zijn , want zij zijn van lageren graad dan de: 


'p — l\ d “ 


P ' 

2 j en bezitten beide blijkbaar^—g—wortels, namelijk de eerst 
ie wortels x = a, x=a', x = a ", de tweede de wortels x == /? 


C = F, 

Door bij de getallen van A en B de eenheid op te tellen ontstaai 
ie volgende beide groepen getallen: 


A' a + 1, a' + l, a' ; -f- 1, ... 

b' /?+i, /S'+i, r+i, ••• 

De aantallen getallen van de groep A', die in A en B voorkomen 
loem ik nu respectievelijk (0.0), (0.1), en de aantallen getallen vai 
3', die in A en B voorkomen, respectievelijk (1.0), (1.1). 

Deze vier getallen kunnen in het volgende schema S vereenigc 
vorden: 

( 0 . 0 ) ( 0 . 1 ) 

( 1 . 0 ) ( 1 . 1 ) 

Daar de priemgetallen van de vormen p = in-\-l enp = 4n-f-l 
:ich verschillend gedragen , moeten deze beide gevallen afzonderlijl 
jehandeld worden. Ik begin met het eerste. 


2. Voor p = 4n-j-l is —1 quadraatrest, zoodat.de getallen a er 
) — a tegelijkertijd in A voorkomen. Evenzoo komen de getaller 
‘ en p — ft gelijktijdig in fl voor. 
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Op gelijke wijze omtrent de aantallen (0.0), (1.0), (: 
blijkt, dat het 


teeken 

voorstelt 

het aantal 

oplossingen van 

(0.0) 

a 

+ «' + ! 

= 0 

(0.1) 

a 

+ P+ 1 

(mod p 

(1.0) 

p 

+ «+l 

= 0 

(1.1) 

p 


= 0 


Men ziet hieruit onmiddellijk, dat 

(0.1) = (1.0) 

is; eene tweede betrekking tusschen de getallen vai 
vert de volgende beschouwing Bij elk getal f} va 
hoort £en bepaald getal van die zelfde groep ft", : 

P §" = 1 (mod p) 

en tevens is dan ft ft" congruent met een getal a 
Door vermenigvuldiging van de congruentie 

/? 4 -/*' + i ==0 

met ft” volgt dus 

1 4-a + /8 ,, = 0 

en door deze laatste congruentie met /? te verme 
krijgt men de eerste terug. Hieruit valt onmidde 
dat (1.1) = (0.1) is, zoodat het schema S dezen vor 

* j 
j j 

Nu komt in de groep A het getal p — 1 dus in A 
welk laatste getal noch in A noch in B voorkomt. 
tallen van A' en B' echter komen, zooals evide 
in B voor. 

Hieruit volgt 

i, i .• — V~ 1_i 
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De identieke congruentie 

p — 1 

(x — ft) (x — ft ')(%— ft”)...~x 2 +1 (modp) 
geeft nu voor x = — 1, daar — — ■ even is 

0? + l)(/?' + l)(r+ !)..•-2 (mod p). 

Het aantal niet-resten onder de getallen /5 -f-1, ft'ft” -f- 1, .. 
is nu (1.1 ) = 

Is dus j even of 

p = 8n 4" 1» 

dan is 2 quadraatrest van p. 

Is daarentegen j oneven of 

p = 8 n -f- 5, 

dan is 2 niet-rest van p. 

3. Voor p = 4 n -(- 3 is — 1 niet-rest, en de groep B komt overee 
met de groep getallen p — a, p — a', p — a", ... 

Het teeken (0.0) stelt nu voor het aantal oplossingen van de con 
2 jruentie a -f- l = a' (modp), of ook daar a'=p — ft is, het aantal op 
lossingen van a -|- ft -|- 1 = 0. 

Op deze wijze blijkt, dat het 

teeken voorstelt het aantal oplossingen van 

(0.0) a + /?+l = 0 

(0.1) a -f- a’ + 1 = 0 (mod p), 

(1.0) ft+ft'+l~0 

(1.1) ^+0+1 = 0 

ierhalve is (0.0) = (1.1). Is verder weder ft ft” ^=1, ft' ft” a, dan volg 
ait ft -j- ft' -f 1 = 0 door vermenigvuldiging met ft” 
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overigens 
zoo volgt 


alle getallen van A' en B' 6f in A 6f i 


h+j — 



> 


dus 


2 h — 



- 1 , 


P — 3 , £+1 

4 ’ J 4 


Uit de congruentie 


v — i 


{% — a)(x — a 1 ) ( x — a")... = X 2 


volgt voor x = — 1 daar 


P 


oneven is, 


(a + l)(a' + l)(a" + l)... = 2 (m< 

en het aantal niet-resten onder de getallen a -j- 1, a 1 

p — 1 


dus (0.1) —j ■ 


Is dus j even of 

p = 8 w + 7, 

dan is 2 quadraatrest van p. 

Is daarentegen j oneven of 

p = 8 n + 3, 

dan is 2 niet-rest van p. 

Nadat hiermede dus het karakter van 2 als qua< 
rest ten opzichte van een willekeurig oneven prierr 
ga ik er toe over het overeenkomstige te ontwikke 
der 


V1ERDE-MACHTSRESTEN. 


4. Het oneven (d. w. z. niet door l-f-*' deell 
m = a b i zal steeds primair, in den zin van G 
worden. zo t a — en & volp-ens den modulus 4 
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ten tweede uit de complexe priemfactoren van de refiele priem 
retallen van den vorm 4 n + b Deze complexe priemgetallen zijt 
/an den vorm a bi, waarin b niet gelijk nul is, en worden doo 
/ermenigvuldiging met 66ne bepaalde der vier eenheden 1, i, — 1 
— i primair. Zij kunnen verder in twee soorten onderscheiden wordei 
il naar gelang, wanneer a-\-bi primair is, a — 1 en b beide door - 
ieelbaar, of beide het dubbel van een oneven getal zijn. 

Ik onderscheid hierna deze drie klassen van primaire priemgetallen 
I. De refiele priemgetallen q van den vorm 4 r -f- 8, negatief ge 
nomen. 

II. De complexe priemgetallen van den vorm 4 r + 1 + 4 «*. 

HI. De complexe priemgetallen van den vorm 4 r -f- 3 4- (4 s -f- 2) i. 

Het priemgetal (in de complexe theorie) zal steeds door M aan 
3-eduid worden, de norm van M door p. Verder zal steeds p eei 
re6el (positief) priemgetal van den vorm 4 r -f- 1, 2 een reeel (posi 
tief) priemgetal van den vorm 4 r + 3 voorstellen. De priemgetallei 
van de eerste soort zijn dus M = — 2i ,«= 2 2 > voor de tweede ei 
derde soort is ,u = p. 

Ik merk nog op, dat voor de beide soorten I en II de norm p vai 
den vorm 8 r 1, en voor III van den vorm 8 r -j- 5 is. Dez< 
omstandigheid maakt, dat de beide eerste soorten van priemgetallei 
tot op zekere hoogte gemeenschappelijk behandeld kunnen worden 
De beschouwingen van het volgende art. 5 gelden nog gelijkelijl 
voor de drie klassen van priemgetallen. 


5. Zij dan M het priemgetal, fi de norm. Een volledig systeen 
van incongruente, en niet door den modulus M deelbare getallen 
bestaat uit p, — 1 getallen , welke volgens hun biquadratisch karakte 

... II A* I __ __ 
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Tot de eerste klasse A worden gebracht alle ge 
het biquadratisch karakter 0, tot de groepen B 
met het biquadratisch karakter 1, 2, 8. 

Ten overvloede zij gezegd, dat hier het biqua 
in den zin van Gauss genomen wordt, zoodat de 
klassen gekarakteriseerd zijn door de congruentie 

ft— i >i — i it — i h— i 

a « == 1 , fi * =i, y 4 =__ 1 , d i ~ — l 

Ik zai mij echter, voor het gemak, eveneens x 
ingevoerde symbool bedienen, en dus kunnen sci 



Eindelijk zij eens vooral opgemerkt, dat in he 
gruenties betrekking zullen hebben op den priemm 
niet uitdrukkelijk een andere modulus is aangegt 
Ik laat hier een voorbeeld volgen van de ver 
(mod M), met uitzondering van de rest 0, in de vie 
voor elk der drie soorten van priemgetallen, d 
scheiden werden. 


M= — 7, /i = 49. 


A 

1, 

-2, 

-3, 

-1, 


3 i, 

i. 

— 2 i, 

— 3 i, 

B 

1—2 i, 

— 2 — 3 i, 

1 

CO 

1 

-1 + 2 i, 


— 1 + 3 i, 

2+ i, 

3 — 2 i, 

1 

*«sT 

CO 

1 

i—H 

C 

-3 + 3 i, 

-1+ i, 

2 — 2 i, 

3 — 3 ij 


— 2 — 2 i , 

1 

OO 

1 

00 

<s>. 

-1- i, 

2 -j- 2 ij 

D 

3 -j- 2 

1 + 3 i, 

- 2 + i, 

— 3 — 2 i, — 


1 + 2 i, 

— 2 + 3 i, 

— 3 + i, 

— 1+2 i, 


M = — 3 — 8 i, ju = 73. 
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4 i, 

4 4* 3 if 

4— i, — 

4i, - 

- 4 — 3 *, 

— 4+ ■ 

•<sT 

4- 

CQ 

1 

i, 

3, 3 — 

h 

— i, 

-3, 

2i, — 

-2 + 3 *, 

-2+ i, - 

2 i, 

2 — 3*, 

2— • 

— 3 — i, 

2 —-2 % 

— 3 + 2 if 3 + 

h 

-2 + 2*, 

3 — 2' 

— 4— i. 

2+ i, 

-2 + 5 i, 4 + 

h 

— 2— i, 

2 — 5 

4 -j - 2 i, 

1 — if 

— 3 — 3*, —4 — 

2 iy 

-1+ *, 

3 + 3 


M = 

— 5 + 6 i, fi 

= 61. 



1, 

-3, 

— 2 + if 


1 + 3*, 

— 2 + 2' 

-4, 

1 -+ 

% 3 + 2 if 

— 

3 — if 

3 — 2: 

— 1 — 4 i, 

2 + 

i, 2 i. 

— 

5, 

4+ ■ 

1— i, 

2 — 

3 i, —1 + 3 if 

— 

2 — 3*, 

4: 

1 — 2 i, 

2, 

5 if 


1 — 4 *, 

-4+ : 

1 4* 2 

3 — 

if 2 4" 2 *, 


h 

3: 

— 2 £, 


— 4— % 


1 + 4*, 

— 2— 1 

- 1 - 3 i. 

2 — 

2i, -1, 


3, 

2— 5 

3 4- h 

-3 + 2*, 4, 

— 

1- i, 

— 3 — 2 1 

— 2 — 2 i, 


if — 3 if 

— 

1 — 2 *, 

-3+ i 

2 4- 3 i, 

— 

4 if —1+ if 

— 

• 2 + 3 *, 

1 — 3i 

-14-4 i. 

4 — 

if —1 + 2*, 

— 

•2, 

— 5 \ 


Evenals in art. 1 overtuigt men zich onmiddellijk, dat de nu vol 
jende congruenties identiek zijn: 

M — 1 

(X — a)(x — a') ( x — a") ... = x 4 — 1 

(x — p)(x — P’){x — P")... Eax^ — i , 


(x — y)(x — /) (x — y "). . 


M-l 

:X i +1 


(mod M), 


(x — 8){x — 6') (x — d ")... ~x 4 + * 
vaaruit voor x = — 1 volgt, de gevallen /x = 3n-\-l en ( w = 8»-|- 1 



156 BIJDRAGE TOT DE THEORIE DER DERDE- EN VIERDE-]\ 


6. Laten wij nu verder de nieuwe groepen va 
en D' beschouwen, die ontstaan door bij de geta 
D de eenheid op te tellen: 

A' a + 1, a' + l, a" + l, ... 

B ' ^+1, p+i, r+i.--- 

0 ' y _|_ y> _|_ 1 , y" _|_ 1 ? . . . 

D' <3 + 1, d' + l, <5" + l’, ... 

en noemen wij nu de aantallen getallen van A', 
met getallen van A, B, C, D, respectievelijk 

( 0 . 0 ), ( 0 . 1 ), ( 0 . 2 ), ( 0 . 8 ); 

de aantallen getallen van B', die congruent zijn 
A, B, C, D, respectievelijk 

( 1 . 0 ), ( 1 . 1 ), ( 1 . 2 ), ( 1 . 8 ). 

Evenzoo hebben de getallen 

(2.0), (2.1), (2.2), (2.3) 

betrekking op de groep C' en de getallen 

(3.0), (3.1), (3.2), (3.3) 

op de groep D'. 

Men kan al deze 16 getallen (0.0), (0.1), enz. 
volgende quadratische schema S: 

(0.0) (0.1) (0.2) (0.3) 

(1.0) (1.1) (1.2) (1.3) 

(2.0) (2.1) (2.2) (2.3) 

(3.0) (3.1) (3.2) (3.3) 

en voor de voorbeelden in art. 5 gegeven, verkr 


= — 

•7, 

/« 

= 49. 

M = — 

3 — 

8 i, 

OQ 

II 

= 3 . 

5 

2 

2 

2 

5 

6 

4 

2 

2 

2 

4 

4 

6 

2 

5 

5 

2 

4 

2 

4 

4 

5 

4 

5 

2 

4 

4 

2 

2 

5 

5 

6 


Volgens de congruenties van het voorgaande a 
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lie respectievelijk tot de klassen A, B, C, D behooren, bedrager 
3 0), (3.1), (3.2), (3.3), zoo volgt onmiddellijk, dat voor fi = 8n -(- 1 he 
jiquadratisch karakter van 1 + i volgens den modulus 4 congruen 
;al zijn met 

(3.1) + 2 (3.2) + 3 (3.3) 

:n evenzoo voor het geval fi = 8 n -j- 5 met 

(1.1) + 2 (1.2) + 3 (1.3). 

Zoodra dus de getallen (0.0), (0.1), enz bepaald zijn, is hiermede 
>ok onmiddellijk het biquadratisch karakter van 1 i bekend. 

Het komt er dus nu op aan, de getallen van het schema S on 
niddellijk uit het gegeven primaire priemgetal M = a -f- b i af te leiden 
De hiertoe noodige beschouwingen zijn wezenlijk dezelfde als di< 
ran Gauss in art. 16—20 der Theoria residuorum biquadraticorun 
:ommentatio prima 

Gauss handelt daar over de theorie der re€ele getallen, maar he 
>lijkt gemakkelijk, dat het daar gegevene in zeer nauw verband staa 
net het vraagstuk, dat ons hier bezig houdt. 

Om de geheele ontwikkeling voor oogen te hebben, zal het noodij 
:ijn hier de argumentatie van Gauss met de geringe noodige wij 
:igingen te laten volgen. 

Hierbij valt ook nog op te merken dat, voor een priemgeta 
i£ = — q tot de eerste klasse van art 4 behoorende, er in de reeel 
heorie van Gauss niets analoogs bestaat, met wat hier in de theori< 
ler geheele complexe getallen ontwikkeld zal worden. 

Voor de verdere beschouwingen is het in de eerste plaats noodig 
le beide gevallen, dat de norm n van den vorm 8n-f-l of van dei 
rorm 8n-f-5 is, afzonderlijk te behandelen. Ik zal met het eerst 
jenoemde geval, waarin dus het priemgetal M tot een der beid 
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elkander vervangen kunnen, als gelijk te beschc 
het gemak van deze zienswijze gebruik maken, 
eenige onduidelijkheid zal kunnen ontstaan 
Daar dus het biquadratisch karakter van — 
volgt, dat wanneer a, /?, y, 8 respectievelijk tot 
behooren, ook — a, — /?, —y, — 8 in deze zelfde 
en wel — a in A, — /S in B, — y in C en — 8 in 
Nu is blijkbaar het getal (0.0) gelijk aan he) 
van de congruentie 

a + l = a' (mod M), 

waarbij a en a' op willekeurige wijze uit de gro 
maar daar bij elk getal a' een getal a"=p — a' 
aantal oplossingen hetzelfde als dat van de con: 

a -|- a" -|- 1 = 0 (mod M), 

waarin weder a en a" uit A te nemen zijn. 

Geheel op dezelfde wijze omtrent de getallen ( 
neerende, overtuigt men zich dat 


het teeken voorstelt het aantal oplossinge 

(0.0) a-fa'-flEEO 

( 0 . 1 ) = 0 
(0.2) a-fy +1 = 0 

(0.3) a + <5 4-1 = 0 

(1.0) -j- a 4-i = o 

( 1 . 1 ) + + 

(1-2) fi-\-y -fl = 0 

(1.3) f} + 8 +1—0 

(2.0) y + a + i = 0 K 

(2.1) 7 + jg +1 = 0 
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Hieruit volgen dus onmiddellijk deze zes betrekkingen: 

(0.1) = (1.0), (0.2) = (2.0), (0.3) = (3.0), 

(1.2) = (2.1), (1.3) = (3.1), 

(2.3) = (3.2). 

Vijf nieuwe betrekkingen tusschen de getallen (0.0), (0.1), enz. ver 
:rijgt men door de volgen de beschouwing. Zijn a, (}, y getallen vai 
i, B, C en bepaalt men x, y, z zoodanig dat 

az = l, /??/ = l, yz~ 1 (modM) 

s, dan behoort blijkbaar x tot de klasse A, y tot D, z tot C, zooda 
nen kan schrijven 

aa'=l, fid' = 1, yy'~i 1. 

Vermenigvuldigt men nu, terwijl men eene bepaalde oplossing va; 
i -{-/?-|-l = 0 beschouwt, deze congruence met d dan volgt <5'-|- 
vaarin S' =-- a <5 tot D behoort. Ongekeerd volgt uit < 5 ' -f- 1 + d = 0 doo 
/ermenigvuldiging met /? weder a-\- (}-\- 1—0. Hieruit blijkt dus, da 
let aantal oplossingen van de beide congruenties 

a + /S + h-Oen « + *'-}-1 == 0 

ivengroot is, zoodat men heeft (0.1) = (3.3). 

Geheel op dezelfde wijze heeft men 

y'(a4-y + l) = y" + l +7, 
fi (« + < 5 + l)=/S'+l +/?, 

<5 (/3 + y + l) = l + /»' + *, 

y'(0 + r + l) = * +1 +/» 

waaruit men op dezelfde wijze besluit tot 

(0.2) = (2.2), (0.3) = (1.1), (1.2) = (1.3) = (2.3). 

Hiermede zijn dus elf betrekkingen tusschen de zestien getalle 
van het schema S gevonden, en deze getallen worden hierdoc 
teruggebracht tot vijf verschillende, die door h, j, k, l, m aangedui 
zullen worden. Het schema S neemt nu deze gedaante aan: 

h j k l 

4 1 rv). m 
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8. Het getal — 1 komt in A voor, waarmede d 
A' correspondeert. Dit getal 0 van A 7 komt in 
A, B, C, D voor, maar elk ander getal van A' kom 

der groepen A, B, C of D voor. Daar ft = 8 n + 1 
zoo volgt dus 

(0.0) + (0.1) + (0.2) + (0.8) = 2 n — 1. 

Alle getallen van B', C', D' komen in ddn der k 
voor, zoodat men heeft 

(1.0)4- (1.1) + (1.2) + (1.8) = 2 n, 
(2.0) 4- (2.1) 4- (2.2) + (2.3) = 2 n, 
(3.0) + (3.1) 4- (3.2) 4- (3.3) = 2 n. 

Deze vier vergelijkingen herleiden zich tot de v 
trekkingen tusschen h, j, k, l en m 

h+j + k + l=2n — 1, 
j-\-l-\-2m = 2n, 
k-\-m = n. 

9. Eindelijk wordt nog eene verdere, niet lin< 
tusschen h, j, k, l, m verkregen door de beschouwii 
oplossingen der congruentie 

a-{- P ± y 1~0 (mod M), 
waarin a, {$, y op alle mogelijke wijzen uit de k 
kiezen zijn. 

Neemt men nu vooreerst voor a achtereenvolg 
van A, dan gebeurt het respectively k h, j, k, l mal 
A, B, C, D behoort en de enkele maal dat a 4- 1 
buiten beschouwing blijven . daar de congruentie 
enkele oplossing toelaat. 

Voor elke bepaalde der h waarden, die « 4 -1 a c 
nog verder 8 en y z66 te kiezen. dat 
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Daar deze redeneering toepasselijk is voor elke der h waarden 
lie maken, dat a -f-1 weder tot A behoort, zoo verkrijgt men of 
leze wijze hm oplossingen van de congruentie 

Het gebeurt verder j malen, dat at -|- 1 tot B behoort, en vooi 
:lke bepaalde waarde a-|-1 /?« heeft de congruentie 

At 4- 0 4- y = ° 

letzelfde aantal oplossingen als de congruentie 

1 4" a 0 ' 0> 

lus is dit aantal gelijk j. Het gezegde blijkt onmiddellijk uit 

(0o 4" 0 4" y) == i + a ft > 

vanneer /? 0 3 0 1. 

Deze waarden van a, die a +1 tot B doen behooren, geven du 
n het geheel jj oplossingen van de beschouwde congruentie. 

Voor a-f-1 ="-= » wat k malen gebeurt, heeft de congruentie 

7o 4* 0 + y ^ o 

oplossingen, want 

y'o (jo 4" 0 + /) == 1 4 <5 + a. 

De waarden van a, die a -j-1 tot C doen behooren, leveren dus ii 
let geheel kl oplossingen. 

Is eindelijk a-}-1 = <5o > wat l malen gebeurt, dan heeft de cor 
yruentie 

~h 0 4 ■ y0 

wegens 

0o (A) + 0 + y) ^ 1 + 7 4- <5 

m oplossingen, en deze waarden van a geven dus l m oplossingen. 
Het totale aantal oplossingen van de congruentie 


k, m, k, m oplossingen van de gegeven congruentie zijn, zoodat hei 
totale aantal oplossingen bedraagt 

jk-\-lm-\-mk-\-mm. 


10. De gelijkstelling van deze beide uitdrukkingen voor het aanta 
oplossingen van a -\- (t y 0 geeft 

0 = hm-\-jj-\-kl —j k — km — mm, 
en h elimineerende met behulp van h = 2m — k — 1, welke waard« 
gemakkelijk uit de in art. 8 verkregen vergelijkingen tusschen h, j 
k , l, m volgt, komt er 

0 = (& — mf-\-jj-\-kl—jk — kk — m. 


Volgens de relaties in art. 8 is 

* = *(? +0 

en deze waarde in jj -)- kl — jk — kk overbrengende, wordt deze uit 
drukking gelijk aan \(1 — j'f, zoodat de voorgaande vergelijking, m 
vermenigvuldiging met 4, overgaat in 

0 = 4 (k — mf 4 * ( l —jf — 4 : m, 

maar men heeft 

4 m = 2 (k -(- m) — 2 (k — m) = 2 n — 2 (k — m), 

dus is 


of wel 


2n = 4(k — mf 4 -2{k — — jf, 


en stellende 
vindt men 


fx = 8 n 4- 1 = [4 (k — m) 4-1] 2 + 4 (Z — jf, 
4(k — j»)4-l = A, 2(1 — j) = B, 


A 2 + B 2 . 

Hierin is A = 1 (mod 4), en B even. 

Men kan nu met behulp van A en B gemakkelijk h, j, k, l, m uit 
drukken en verkrijgt zoodoende 


8 h = 4« —3 A —5, 

8 j = 4n4-A —2B —1, 
8k = 4 w4" A- — 1, 

81 =4w4-A + 2B —1, 
8m=4»- A4-1- 


in- f- 1 had; voor de verdere bepaling van A en B is het evenwe 
m noodig, de gevallen I en II van art. 4 afzonderlijk te behandelen 

11. Zij dan vooreerst 

M = — q = — (4 r -f- 8). 

In dit geval is 

fji = M 2 = q 2 

in dus 

g 2 = A 2 -j- B 2 ; 

l een priemgetal van den vorm 4 r-(-3 zijnde, weet men dat q 2 o] 
jeen andere wijze als som van twee quadraten voorgesteld kai 
ivorden, dan door voor de basis van het eene (oneven) quadraa 
4; q , voor die van het andere quadraat 0 te nemen; inderdaad wa 
*een der getallen A en B gelijk 0 of door q deelbaar, dan zou mei 
sen van 0 verschillend getal x kunnen bepalen, zoodat 

A;ce=B (mod q). 

Nu volgt uit q 2 = A 2 + B 2 

A 2 = — B 2 (mod q) 

en daar men heeft 

A 2 x 2 — B 2 (mod q), 

zou er volgen 

x 1 — 1 (mod q). 

Deze laatste congruentie nu is onmogelijk, omdat — 1 quadratisch 
niet-rest van q is. 

Uit <f- — A? -\- B 2 volgt dus noodzakelijk 

A = ± q, B = 0 

en daar A = 1 (mod 4), zoo wordt hierdoor nog het teeken van A vo. 
komen bepaald en is 

A = — q — M. 

Nadat op deze wijze A en B gevonden zijn, heeft men nu 

8 h— 4 w— 3M— 5, 

8 j = 4 n -f- M — 1, 

8A=4n-f M — 1, 

81 = 4m+ ^— r 

8 m —in — M + 1, 


waarin 8 « -|- 1 x ^ 2 - 
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Door deze formules wordt dus de afhankelijkheid der getallei 
van het schema S van het priemgetal M op de eenvoudigste wijz< 
uitgedrukt, voor het geval dat M tot de eerste klasse van art. • 
behoort. 

12. Is in de tweede plaats M = a + 6 i, waarin a — 1 == b = 0 (mod 4) 
en de norm fi = a 2 -f- £> 2 een reeel priemgetal, dan is dus 

i u = o a + 6a = A a + B2. 

Nu kan een priemgetal van den vorm 4 A: -f-1 slechts op ddr 
wijze voorgesteld worden door de som van twee quadraten, en daai 
a en A beide =1 (mod 4) zijn, zoo volgt A —a, B = ±6. 

Het teeken van B wordt door de volgende beschouwing bepaald 
waarbij het noodig is deze hulpstelling vooraf te bewijzen: 

„Doorloopt s een volledig restsysteem (mod M) met uitzondering 
van den door M deelbaren term, dan is 

= — 1 of ==0 (modM), 

1 naardat t door fi — 1 deelbaar is of niet.” 

Het eerste gedeelte is duidelijk, want is t door — 1 deelbaar, 
dan is dus S 2 *=/< — 1 = — 1 (mod M). 

Om ook het tweede gedeelte aan te toonen, zij g een primitieve 
wortel voor het priemgetal M, zoodat de waarden, die z doorloopt, 
congruent zijn met 

9°, g\ g\ g 3 , .... 0"- 2 . 

Hieruit volgt dus 

2 a*=l + p' 4 - 0 a * + ... + 0 (' , -«>< (modM), 

( 1 — g*)2s* = l— = 0 (modM). 

Is nu t niet door fi — 1 deelbaar, dan is 1 — g t niet door M deel- 
saar en dus =0. w. t. 


. w 


iran z betrekking heeft als zooeven, 


><-i 

2 ( 2 2 4 -l) 4 =~ — 1 (mod M). 

Maar aan den anderen kant vormen de getallen z 2 in hun gehe< 
olijkbaar alle getallen van de groepen A en C te zamen, elk deze 
j-etallen tweemaal genomen. Van de getallen 


s 2 + 1 

jehooren er dus 

2 (.0.0) + 2 (2.0) tot A, 

2 (0.1)+ 2 (2.1) tot B, 

2 (0.2) -f 2 (2.2) tot C, 

2 (0.3) + 2 (2.3) tot D, 

:n daar de -J machten der getallen van A, B, C, D respectievelijl 
:ongruent zijn met 1, i, —1, — i, zoo volgt dus 


S(2 2 + l) 4 rH 2 [(0.0) + (2.0) — (0.2) — (2.2)] + 

+ 2i [(0.1) + (2.1) -(0.3) -(2.3)] 

=z 2 (A —A) + 2i(j~ l), 


»f de waarden van art. 10 invoerende, daar A = a is, 


d-i 


S(s 2 + 1) 4 = — a -1—Bi 
Uit de vergelijking met het eerste resultaat 


r olgt nu 
lus 


iu-i 

Z(z 2 +1) 4 = —1 
a-f-Bi — O (mod M = a -(- b i ), 

B = ft. 


Hierdoor gaan dan ten slotte de waarden van h, j, k, l , m vai 
rt. 10 over in 

8 h = 4 n — 3 os— 5, 

8 j =4 m + a — 2 b — 1, 

8k =4n-f « — 1, 

8 1 = 4 n -J- u -f~ 2 6 — 1, 

8m — in — a + 1 , 

raarin dus 8 n 1 = a 2 4- 6 2 de norm is van het priemgetal M. 


gehandeld zijn, moet nu het geval /x = 8 n + 5 beschouwd worden 


Daar dan 


oneven is, zoo behoort —1 tot de groep C, ei 


zooals gemakkelijk te zien is, behooren de getallen 

P — a i P — a \ P — a "i • • • 
alle tot C, en de getallen 

P — P, P~P', p — P",--- 


alle tot D. 


Met behulp van deze opmerkingen volgt nu zonder moeite, da 


het teeken 

voorstelt het aantal opl< 

( 0 . 0 ) 

a 4 * y 4* 1 = o 

( 0 . 1 ) 

a -)- <5 4* 1 = 0 

( 0 . 2 ) 

a + a' 4 - 1 = 0 

(0.3) 

ot 4* P 4~ i = o 

( 1 . 0 ) 

P 4* 7 -f - i = o 

( 1 - 1 ) 

+ 4-1 = 0 

( 1 - 2 ) . 

p + a 4-1 = 0 

(1.3) 

^ 4 t/ 8 , + 1 = 0 

( 2 . 0 ) 

y 4* y’ 4" i — o 

( 2 . 1 ) 

y 4 - s 4 * 1 = 0 

( 2 . 2 ) 

o 

III 

rH 

+ 

e 

4- 

(2.3) 

y + p 4-1 = 0 

(3.0) 

^ + 7 4 * 1 = 0 

(3.1) 

<5 4-<5'+l = 0 

(3.2) 

o 

III 

rH 

+ 

+ 

(3.3) 

t + p 4-i = o. 


(mod M), 


= ( 1 . 2 ), 


ivaaruit dan zes betrekkingen voortvloeien 

(0.0) = (2.2), (0.1) = (3.2), (0.3): 

(1.0) = (2.3), (1.1) = (3.3), 

(2.1) = (3.0). 

Daar evenals vroeger aa' = 0d = yy' = i } zoo heeft men 

3''(« + 7 + l)-J'" + l +/, 

P (a + d + l)~p’ +1 

^ ( a “f* 4“ 1) = <$' -f*l H-<5, 

<5 04-y4-l) = l +P' + S, 


(0.0) = (2.0), (0.1)= 1.3), (0.3) = (3.1), 

(1.0) = (1.1) = (2.1). 

Ten gevolge van deze elf betrekkingen neemt het schema S deze 
vorm aan 

h j k l 

m m l j 

h m h m 

ml j m. 

Daar —1 in de groep C, dus 0 in C' voorkomt, zoo volgt gehe< 
Dp dezelfde wijze als in art. 8 

h+j + k + l= ^i = 2n + l, 
h-\-m= n. 

De beschouwing van het aantal oplossingen der congruentie 

evert eindelijk nog eene vergelijking tusschen h, j, k, l, m op. Neerr 
nen eerst voor a alle waarden, die tot A behooren, dan gebeurt he 
•espectievelijk h, j, k, l malen, dat a -|- 1 tot de groepen A, B, C, J 
Dehoort. En verder vindt men op dezelfde wijze als in art. 9, da 
/oor elk dezer gevallen de congruentie respectievelijk m, l, j, m op 
ossingen heeft, waaruit dus voor het totale aantal oplossingen volg 

h m 4 -j l-\-kj-\-lm. 

Neemt men daarentegen eerst voor fi alle waarden van B, dai 
jebeurt het respectievelijk m, m, l, j malen, dat /5 —(~ 1 tot de groepe: 
k, B, C, D behoort. En verder vindt men, dat voor elk dezer ge 
/alien de congruentie respectievelijk h,m,h,m oplossingen heeft 
:oodat het totale aantal oplossingen ook bedraagt 

mh-\-mm-\-lh-\-jm. 

14. De gelijkstelling van de beide uitdrukkingen voor het aanta 
>plossingen der congruentie 


n j-/?x v-j-i = 0 ( mod nn 


o = ?n 2 + lh -\-jm — jl — kj — lm, 

of daar k = 2m — h is, zooals uit de lineaire betrekkingen tusschen 
h,j, k, l, m in art. 13 dadelijk volgt, 

0 = m 2 -f lh + hj —jl—jm — lm. 

Drukt men nu met behulp van J-f -1 = 1 -f - 2h, j en l beide uit 
door hun verschil 

2; = l + 2A + (i-0, 

2l—l-\-2h-\-(j — l) 

dan gaat de voorgaande vergelijking door invoering van deze waar- 
den over in 

0 = 4 w 2 — im — 1-f-l^ 2 — 8hm (j — 0 2 > 

of daar 

4 m = 2 (h + m) — 2 (h — m) = 2 n — 2 (h — m), 

komt er 

0 = i(h — mf — 2n-\-2{h — m) — 1 ( j — If 

en eindelijk 

P = 8 n + 5 = [4 (h — m) -f l] 2 + 4 {j — If, 

dus voor 

A = 4(/i — m)- f-1, B = 2 j — 21, 

heeft men 

H = A 2 + B 2 . 

Met behulp van A en B kan men nu gemakkelijk h, j, k, l, m 
uitdrukken, als volgt 

8 h =4«+ A — 1, 

8; =4n + A + 2B —3, 

8k =4w —3A-f 3, 

81 =4w + A —2B + 3, 

8m = 4m — A -J- 1. 

Er blijft nog over A en B te bepalen. Nu is ju. als refiel priem- 
getal van den vorm 4n-|- 1 slechts op 6€n wijze voor te stellen door 
een som van twee tweedemachten, en daar 

M = a-ff>i 

is, heeft men 

p, — a 2 -f 6 2 , 


waarm 


A = — a en B = Hr 6. 

Otn het teeken van B te bepalen dient eene beschouwing analooj 
lan die in art. 12. 

Men vindt gemakkelijk 

p—i 

S (z 3 -4- 1) * = — 1~2(A — A) + 2i(j — l) (modM). 

Nu is 

2(h— k) = A — 1, 2(i-/) = B, 

dus heeft men 

— 1 = A — 1 + B», 

0 — A-f-Bt (mod M = a 

Daar nu reeds gevonden werd A = — a , zoo volgt B = — b en tei 
slotte is dus 

8 h — in — a — 1, 

8 j = in — a — 2 b + 3 
8 Jc — i n ~}~ 3 d -j - 3 9 
8 1 — i n — ct — f* 2 b "j* 3, 

8m = in-{-a-\-l. 

15. De verkregen resultaten samenstellende, is dus voor n = 8»+ • 
het schema S van den vorm 

h j k l 

j l m m 

k m k m 

l m m j 

waarin: 

8 h =in — 3M — 5, 

voor U — — q 8j = 8k = 8l =4n + M —1, 

8 m = in — M-J-l- 

8 h — in — 3a— 5, 

8j = in a — 2b — 1, 

8* = in -f a — 1, 

81 =in-\-a-\-2b — 1, 

8m = 4» — a 4-1. 


voor M = a -f- b i 


waarm 


h j k l 

m m l j 

h m h m 

m l j m 


8 h — in — a — 1, 

8 j —in — a — 2&-{- 3, 
8 k = 4 n -j- 8 ct -j- 3, 

8 1 == 4 n — & -f” 2 b 3 , 
8m = 4w + a + l. 


Zooals uit deze formules blijkt, correspondeert de veranderinj 
van 6 in —b met eene verwisseling van j en l, zoowel in het geva 
1 « = 8n + 1, als wanneer / u = 8n-|-5 is 

Volgens de congruences van art. 5 is nu voor ju = 8n -f-1 he 
karakter van 1 -j- i naar den mod 4 congruent met 

(3.1) + 2 (3.2) + 3 (3.3) = 3 m + Bj = — m — j 
en dat van 1 — i congruent met 

(1.1) +2(1.2) +8(1.8) = l+ 5m = J + m 
n dus vindt men voor M = — q 

2 -j 

Karakter (1 + i) = — n = — -. 

8 

Karakter (1 — i) = n — < £ t ~ * . 

8 

Nu zijn en | geheele, op elkaar volgende getallen, du£ 

is hun product even, en ^ —-- door 4 deelbaar, zoodat men 

heeft 


S 2 1 — g 2 — ! (g + l)(g-3 ). g + 1 
8 8 8 ~ 4 

Hieruit volgt 



- n daar —1 biquadratische rest is. 



M—1 

* i 




:erwijl uit 2 = (1 — i) (1 -f- i) nog volgt 

2 


((e))-(I 


M 


Voor M = a-(-6i daarentegen, is 

— m —j = — n + \ 6 , 


l “f” wt — m d - 4 & 


in 


a 2 + 6 2 — 1 
- 


« T • .,-,i a — 1 o + 3 , (a —1) (as 4-3), , , , 

Nu is blijkbaar —r— •—j— even, dus - - — J —- door 4 dee; 


oaar, waaruit volgt 


8 


a 2 —1 


■ CL “j - 1 


(mod 4), 


in 6 door 4 deelbaar zijnde, is dus 66n der getallen door b, 6± 


ioor 8 deelbaar, derhalve 


6(6 — 4) 


8 


door 4 deelbaar en 


6 2 

8 


6 2 

8 


6(6 =F 4). 


8 


± 


soodat 

in ten slotte 


n = \(— a + l±26) (mod 4) 



i\\ 


M 



a — 1 — 1) 


— a +1 —6 

i 4 



i 


b_ 

2 . 


Is eindelijk = M = a-f-&b dan vindt men 

Karakter (1 + i) = (1.1)+ 2(1. 2) + 8(1.3) = m + 21 + Sj (mod4; 

Karakter (1 — i) = (3.1) -(- 2 (8.2) + 3 (3.3) = l 2j -4- 3 m (mod 4 

Hierin is, alle congruenties betrekking hebbende op den modulus - 


I + 2j -)- Bm = 3« -|- i (— b + 6) = — w + i (— b -f- 6), 

a 2 + 6 2 — 5 

n — 8 ; 

■ even zijnde, is —— —- door 4 deelbaar, evenzo 

, (6 — 2) (6+ 2) , , r 
ook -- 5 -dus heeft men 


_ a 2 + & 2 —5 (a — 8)(a + l) 
n "= 8 8 

zoodat er ten slotte komt 


& 2 — 4_i/ , 

—g— — K« +1)> 


m + 2/ + 3j = i(a — 6 + 11) = (a — b — 5), 
Z + 2i+3m = i(— a— & + 5) 

en hiermede 


((l±iX\- rr^ ffJL=JL 

\\a + bi})~ ’ Ua + 6i 


— a — b + 5 

i 4 


Het karakter van — 1 gelijk twee zijnde, vindt men verder 



Hiermede is het quadratisch karakter van 1-j-ij als ook dat vai 
L — i, —i — i, —1 + * ten opzichte van een primair priemgetal ii 
elk geval bepaald. De uitkomsten stemmen geheel overeen met di 
door Gauss in art. 63 en 64 van de Theoria residuorum biquadrati 
eorum commentatio secunda gegeven, en daar in art. 68—76 op ge 
heel verschillende wijze bewezen. 


16. Met betrekking tot de analogie van een groot gedeelte de 
i/oorafgaande beschouwingen met die van Gauss in art. 8 e. v. vai 
djne eerste verhandeling over de theorie der vierde-machtsresten 
trait het volgende op te merken. 

Gauss beschouwt refiele getallen, en de priemmodulus p is van dei 
i/orm 4 n 4- 1 tprwiil dp. hpidp. crpvallftn <n = Rn 4- 1. « = 8m4-5 nder 



lorm ju in de gevallen II en III van art. 4. 

De getallen 1, 2, 3, p —1 worden nu bij Gauss in 4 klassei 
k, B, C, D verdeeld. De getallen dezer klassen door a, ($, y, d aan 
luidende, is deze klassificatie gegrond op de congruenties 

M-l 

a 4 == 1 

M-l 

p 4 

„_i (modp=p), 

y 4 == — 1 

ft — i 

<3 4 = — / 

vaarin / 2 = —1 (modp), en voor y u = a 2 -f-6 2 

(mod 4), a-\-bf^0 (modp). 

Voor p = (x, = 8 n -j- 1 hebben a en b dezelfde beteekenis als in he 
aovenstaande, voor p = 8n -f- 5 verschillen a en b bij Gauss alleei 
n teeken met de waarden, die zij in het voorgaande hebben, waa 
H = een primair complex priemgetal is 

Laat men nu echter ook complexe getallen toe, dan is het dui 
ielijk, dat de bovenstaande congruenties, die betrekking hebben O] 
ien modulus p = fi, blijven gelden voor den modulus a-\-bi, zooda 
jok a + bf== 0 (mod a bi) is, waaruit blijkt f= i (mod a + bi), en du 

ft —i ft — i ft —i ft—i 

a 4 = 1, /? 4 ==i, y 4 =h— 1, <5 4 == — i (moda + 6i). 

De klassificatie van Gauss valt derhalve samen met die volgen 
let biquadratisch karakter 0, 1, 2, 3 met betrekking tot den modulu 
H | ^ 2 

Inderdaad, de refcele getallen 1, 2, 3, ...,p — 1 vormen voor de 
modulus a bi een volledig systeem incongruente, niet door de 
modulus deelbare resten. 

Vervangt men dan ook in de beide laatste voorbeelden van art. 
ie complexe resten door de congruente reSele getallen, wat met be 
fiulp van i = 27 (mod — 3 — 8 i) en * = 11 (mod — 5 + 6 i) zonder moeit 
lean geschieden, dan verkrijgt men 


A 1, 2, 8, 9, 16, 18, 32, 36, 37, 41, 65, 67, 64, 65, 69, 71, 72. 

B 5, 7, 10, 14, 17, 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 53, 56, 59, 63, 66, 68 

C 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70 

D 11, 13, 15, 21, 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 58, 60, 62 

(mod — 5 -j- 6 i), p = 61, 

A 1, 9, 12, 13, 15, 36, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58. 

B 2, 7, 18, 23, 24, 26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51, 53, 55. 

C 3, 4, 5, 14, 19, 27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60. 

D 6, 8, 10, 11, 17, 21, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 43, 54, 59. 

volmaakt overeenkomende met de voorbeelden door Gauss gegever 
in art. 11 der eerste verhandeling. 

Alleen voor het geval I van art. 4, bestaat in de refiele theorie var 
Gauss niets analoogs, wat daarmede samenhangt, dat men in dit geva 
ait refiele getallen geen volledig restsysteem kan vormen. 

De opmerking, dat de verdeeling in klassen A, B, C, D van Gaus: 
in zijne eerste verhandeling identiek is met die volgens het biquadra 
tisch karakter ten opzichte van den modulus a-\-bi, levert ook terstonc 
tiet middel op, om al die theorema’s te bewijzen, die door Gauss ir 
djne tweede verhandeling, art. 28, opgesteld zijn, en welke dooi 
inductie ontdekt werden, maar die tot nog toe, voor zoover ik zie 
liet werden bewezen. 

Deze theorema’s hebben betrekking op het voorkomen van eer 
•efiel priemgetal m in de vier klassen A, B, C, D, of na het voorgaande 
ip het biquadratisch karakter van m ten opzichte van a -\-bi al: 
nodulus. 


17. Ik laat nu hier de door Gauss in art. 28 opgestelde opmer 
dngen volgen. De priemmodulus p — n zij van den vorm 4n-\-l 
volgens de opmerking van het vorige artikel is het nu te doen on 
ie bepaling van de waarde van het symbool 


m 


Aa bil 

waarin m een reeel priemgetal is; de omstandigheid, dat voor p, = 8 n -f- i 


% en b bii G uss in teeken verschillen van de waarden in art. 14 heef 


net zulk een teeken genomen worden, dat het steeds = 1 (mod 4) is 
lus negatief wanneer het positief genomen : van den vorm 4 A -f- 3 = ( 
s, terwijl een positief priemgetal van den vorm 4A: -J- 1 door P za 
angeduid worden. De opmerkingen van Gauss kunnen nu aldu 
litgedrukt worden 

I. Is o = 0 (mod»?) dan is = ± 1 > en wel +1 wan 

leer m van den vorm 8r ± 1, daarentegen — 1 wanneer m van dei 
norm 8r±3 is. 

II. Is a niet door m deelbaar, dan hangt de waarde van he 
ymbool af allddn van het volkomen bepaalde getal x , dat voldoet aai 
le congruence 

b = ax (mod m). 

Voor m = P kan x hier de volgende waarden aannemen 

0, 1, 2, 3, ..., P—1, 

net uitzondering van de beide waarden f en P— f, die voldoen aai 
iy~ — 1 (modP). Deze kunnen blijkbaar niet voorkomen, want ui 
iE=aj/ zou volgen 

i> 2 === — a 2 of a 2 -f- i> 2 = p = 0 (mod P), 

1. w. z. p zou door P deelbaar zijn. 

Voor m = — Q daarentegen kan x alle waarden 

0, 1, 2, 8, .... Q — 1 

lannemen. 

Deze waarden van x kunnen nu in 4 klassen a, /?, y, d verdeeL 
vorden, zoodanig dat voor 

6 = «a (mod m) de waarde van het symbool = 1, 
b = ci ft „ „ „ „ a 

bay „ „ „ n i) n « 1» 

b = ad „ „ „ „ » » » * 

s, of wat op hetzelfde neerkomt, dat in deze gevallen m respec 
ievelijk tot de klassen A, B, C, D behoort. 

Omtrent het aantal der getallen a, ($, y, 3 geldt nu deze regel, da 
Irie dezer aantallen gelijk zijn, terwijl dan het vierde aantal 66n kleine 


A behoort, en dat der y’s, wanneer voor a = 0 m tot C behoort. 

De verdere opmerkingen van Gauss in art. 28 kunnen voor he 
oogenblik daargelaten worden, daar hun bewijs geen bezwaar onder 
vindt, zoodra eenmaal het bovenstaande aangetoond is, waartoe ii 
nu overga. 


18. Zij dan vooreerst m = — Q, volgens de reciprociteitswet is dai 



en voor a = 0 (mod Q) 

»))=a=((i))((^))=^. 

want ((^)) = 1; immers men heeft 

((-^)) = & 4 (mod Q) 

en daar Q van den vorm 4r -f- 3, en dus - - * = (Q — l) een 

veelvoud van Q — 1 is, zoo volgt uit het theorema van Fermat 

(©)='• 

Voor Q = 8n-|-S volgt nu 

ra—■ 

voor Q = 8w-f-7 


«STtJi= + 1 - 

Voor m = P = (A + B i) (A — B i) daarentegen, waarin A -f- B i en 
^ primaire factoren van P zijn , volgt uit de reciprociteitswet 



m voor a = 0 (modP) 



ius 


(ffl) 


a-\- bi 

of voor P = 8 n -f-1 




I(^rl = ' 


sn voor P = 8 n -f- 5 


«¥T6t)) : 


Hiermede is dus het in het voorgaande art. onder I gezegde ge 
heel bewezen. 


19. Onderstellen wij dan nu, dat a niet door m deelbaar is, e 
beschouwen wij eerst het eenvoudigste geval 

m = — Q, 

dan is dus 



en voor b~ax (mod Q) 

daar (fff)) =1 is, zooals reeds in het voorgaand artikel beweze 
werd. Uit de verkregen uitkomst 

blijkt nu reeds, dat de waarde van het symbool links, alleen va 
het getal x afhangt, welk getal de Q waarden 

0, 1, 2, 3, ..., Q — 1 

kan aannemen. 

Wij hebben dus nu nog slechts deze vraag te beantwoorder 


hoeveel der getallen 

1, 1 —}— i, 1 -f- 2 i, 1 —j— (Q — 1) i 

behooren er dan respectievelijk tot de klassen A, B, C, D? 

Ik merk hiertoe vooreerst op, dat als een volledig systeem nie 
door Q deelbare resten de getallen 

a -(- 

genomen kunnen worden, waarin a en /? de waarden 0,1, 2,3,Q—I 
doorloopen, met uitzondering der combinatie a = 0, ft — 0; en tei 
tweede, dat de getallen 

1 , 2 , 3 , ..., q — 1 

alle tot A behooren, zoodat wanneer 

a'-f/J'i 

tot eene zekere klasse behoort, ook 

2(a'+ /S'*), 3(a' + /*'t), .... ( 2 -l)(a' + /?'i) 
tot diezelfde klasse behooren , alle welke getallen door het weglatei 
van veelvouden van q weder tot den vorm a -j- /H, waarin a en / 
kleiner dan q zijn, teruggebracht kunnen worden. Nu zijn de restei 
van 

a', 2 a', 3 o', . .., (q — 1) a', 

zoolang a' niet gelijk nul is, volgens den modulus q in zekere volg 
orde met de getallen 

1, 2, 3, .... a-1 

congruent. 

In de groep der q — 1 getallen 

a'+ /*'*. 2 (a'+ /?<), ..., (a-lMa'-M'i), 


die alle tot dezelfde klasse behooren, komt er dus ddn 
gruent met een der getallen 


1 + xi (£C = 0, 1, 2 , q 
Nu is het aantal getallen van elke klasse 

fci =fe _ 1 )x s±i. 


1). 


voor, con 


een veelvoud van q — 1, en de q — 1 getallen zonder reeel gedeelt 

i, 2£, 3 i, ..., (g — l)i 

behooren voor q = 8n-\-7 tot A, voor q = 8 n -f- 3 tot C. 
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Daar men nu alle getallen van elke klasse, waarvan het reeel ge 
ieelte niet gelijk nul is, op bovenstaande wijze in groepen van q — 
retallen kan vereenigen, zoodanig dat er in elke groep 66a geta 
net het reSele gedeelte 1 voorkomt, zoo volgt, dat voor Q = 8n + 
;r in de klassen A, B, C, D respectievelijk 

q —8 2+1 2+1 2+1 

4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 

jetallen 1 + x i voorkomen. 

Voor Q = 8n + 3 zijn deze aantallen 

2 + 1 2 + 1 2j—_8 2 + 1 

4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 ’ 

;erwijl volgens art. 18 in het geval a = 0 (mod Q) voor Q — 8 n + 
if Q = 8» + 3, Q respectievelijk tot de klassen A en C behoorde. 

Alles wat op het geval m = — Q betrekking had, is dus hiermed 
ifgehandeld. 


20. Voor m ■ 


P = (A + Bi)(A — Bi) vonden wij reeds 
P \\ U & -\-b i 




;n dus wanneer 


leeft men 
P 


i+i=ra (( 


A + Bi 

b=F.ax (mod P), 
1 + as i Y| (( \ -\-xi 


(( 


_ a 

A — B i 


+ b i}} \\ A + B i/J \\A — B %]} \\A + BV 

)f daar, volgens een reeds in art. 18 gemaakteopmerking, het prc 
iuct der beide laatste factoren rechts gelijk 1 is, 




1 + xi 


-\-bill \\A + B ill VIA — Bi) 
vaaruit reeds blijkt, dat de waarde van het symbool links alleen va 
let getal x afhangt, zoodat nog slechts de volgende vraag te beam 
voorden blijft: voor hoeveel waarden van 1 + «i neemt 

(tl+xi\\ t(l + xi\\ 


ncongruente niet door den modulus A + B i deelbare resten , e 
Dreng deze volgens hun biquadratisch karakter tot 4 groepen A, E 
3, D. Hierbij denk ik mij elke rest zoo gekozen, dat het reeele dee 
jelijk 1, en de factor van i kleiner dan P is. 

Men kan dit aldus voorstellen : 

(mod A B i), A 2 + B 2 = P. 

Klasse A a = 1 -f- a % 

B p=l-{-bi 

C y = 1+ ci 

D S = 1 -j- d i. 

De getallen a, b, c, d in hun geheel stemmen overeen met 
0, 1, 2, 3, (P-1), 

sehalve dat de waarde f, die congruent i is ontbreekt, want 1 -)- fi ~ 1 
mod A + B i). 

Evenzoo met A — E i handelende, ziet men gemakkelijk, dat d< 
dassificatie deze zal zijn: 

(mod A — Bi), A 2 + B 2 = P. 

Klasse A 1+(P — a)i 

B 1 + (P — d) i 

C 1 + (P — c) i 

D 1 + (P — b) i 

vant gelijktijdig heeft men 

p-i 

(1+xi) i — i^CA + BiKC + Di), 

p-i 

(1 — xi) 4 — i 3p = (A —Bi)(C — Di). 

Heeft dus 1 -)- x i volgens den modulus A + B i het karakter g 
lan heeft 1 — a?i = l-f-(P — volgens den modulus A — B i he 
carakter 3 g. 


sea der waarden 1 , i, 


v\a + b m 

1, —i heeft, tegelijkertijd 
1 -| ~xi' 


^)) 


sen der waarden 1, — i , — 1, i aannemen, of op de beide verde< 
ingen in klassen lettende: wanneer x respectivelyk tot a , b, c, 
sehoort, dan moet tegelijkertijd ook p — x tot de getallen a, b, c, 
Dehooren. Men kan dus zeggen, dat het aantal der waarden van 
vaarvoor 


((1 

UA + B i. 


:)) (( 


1 -\-xi 


B i 


vordt, gelijk is aan de som van de aantallen oplossingen der cor 
rruenties 

a-\-a' =: 0, 
b + b' ~ 0, 

C C 1 rr= 0 , 

d-\-d' : 0 , 


en opzichte van den modulus P, of wat op hetzelfde neerkomt, tei 
•pzichte van den modulus A-|-!Bi. 

Men bedenke hierbij, dat wel de voor x uitgesloten waarde p — 
inder a, b, c, d voorkomt, maar dat deze waarde toch in geen de 
lovenstaande congruenties kan optreden, omdat dit zoude vereischen 
[at ook f voorkwam onder de getallen a, b, c, d, wat niet het geval is 
Nu is a = l-f-ai, zoodat de voorgaande congruenties na verme 
ligvuldiging met i, overgaan in 


a + a '==2 
/? + /?' = 2 
y -j- y' =s 2 
<5 + 6 ' == 2 . 


(mod A -}- B i). 


Behoort 


P— 1 


tot de klasse A, dan gaan de voorgaande congru 


nties door vermenigvuldiging met 


P- 


over in 


zoodat de som van het aantal oplossingen dezer congruences gelijl 
is aan het aantal waarden van x, die 



gelijk 1 maken. 

Maar zooals men zich onmiddellijk overtuigt, blijft dit resultaa 

P _ J 

hetzelfde, ook wanneer —~— tot de klassen B, C, D behoort. Be 


hoort bijv. 
diging met 


P~1 
2 



tot B, dan volgt uit a-f-a' = 2 door vermenigvul 


/J + /J' + 1 = 0, 


en uit fi' = y y' = 8 8' = 2 respectievelijk 


H"1=0, 8 8 ' -{-1 = 0, a-j-a'-["1=^0. 

Noemt men de aantallen der waarden van x, die respectievelijk 

Ia 4- Bi)) ((a — B ijj £ ell J k 1 ’ i ’ — ~ i ma ken , t, u, v , w, dan is 
dus t de som van de aantallen oplossingen der congruenties 


a -f- a' -f-1 = 0 

/j + /f'+i==o 

y+y’+l~0 
<5 + <5'+l = 0. 


(mod A + B i). 


Geheel op dezelfde wijze vindt men, dat u de som is van de aantallen 
oplossingen der congruenties 


a -f- <5 -)-l = 0, 
/? + «+ 1 = 0, 
Y + P + 1 = 0 , 
<5 + y + i = o. 


en 


a + r + l = 0> 

p 4 & 4 i = o, 

y+ a+ 1 ~0, 
«5 + ^ + l-0, 


«4/*4 1 = 0, 

P 7 41 — 0 , 
y-f<5-f 1—0, 
3 + a+ 1=0, 


te beschouwen heeft. 

Is dus P = 8 n 4 1, dan heeft men volgens art. 7 en 8 

t = (0.0) -|- (1.1) + (2.2) + (3.3) = h-\~l + k+j = 2n — 1, 
u = (0.3) -j- (1.0) + (2.1) -|- (3.2) = l -j-i + m + « = 2 », 
v = (0.2) 4 (1.3) + (2.0) 4 (3.1) = k + m + k +m = 2n, 
to = (0.1) 4 (1.2) 4 (2.3) 4 (3.0) =j 4 m 4 m 4 l =2 n, 
en voor P = 8 n 4 5 volgens art. 13 

* = (0.2) 4 (1.3) 4 (2.0) 4 (3.1) = & 4 j 4^4* =2»4i, 
u = (0.1) 4 (1.2) 4 (2-3) 4 (3-0) —j 4* 4m4m=2« + l, 
v = (0.0) 4 (1.1)4 (2.2) 4 (8.8) = A4 m + h +m = 2n, 
w = (0.3) 4 (1.0) 4 (2.1) 4 (3.2) = i4»i4w+i = 2 n 4 1. 


22. A1 het voorgaande samenstellende, hebben dus de kenmei 
om te onderscheiden of een reeel priemgetal tot de klassen A, B, 
behoort, wanneer de modulus p van den vorm 4«41e n ® + ^ 
primaire complexe priemfactor van p is, de volgende gedaante: 

Het priemgetal P = 8 n 4 1 behoort tot 

A. voor a == 0, J = aa Aantal der a’s = 2» — 1, 

B voor b==ap (mod P). » » P’s = 2n, 

C voor b — ay „ „ /s = 2 n, 

D voor b^ELad „ „ d’s = 2 n. 

Het priemgetal P = 8 n 4 5 behoort tot 

A voor b~aa Aantal der a’8 = 2«4-l, 

B voor b = ap (mod P). » » ^s = 2«41, 

C - voor b = ay, a = 0 „ „ y’s = 2 n, 

D voor b~ad „ „ <5’s = 2n 41- 


Het priemgetal — Q = — (8 n 4 3) behoort tot 

A voor b~aa Aantal der a’s = 2 n 4 1 > 

B voor b == a fi (mod qj „ „ ^’s = 2 w 4 1, 


C voor b = a y , a = 0 


y’a — 2n, 


”TA irnnr h rr n A 


Va = 2 n 4- 1. 


n 


UUUW1 i. tVI, 


net priemgeiai — ^ — — \o n -p < / 

A voor 6 == a a , a = 0 Aantal der a s == 2 w -j - 1 > 

B voor 6 = ay? (mod Q). » » /?’s = 2n + 2 , 

0 voor 6so/ „ „ y's = 2» + 2, 

D voor b = ad „ „ <5’s = 2 n + 2. 

Ik voeg hierbij nog de volgende opmerkingen van Gauss (art. 28) 
waarvan het bewijs na al het voorgaande niet het minste bezwaai 
oplevert. 

1 . Het getal 0 behoort altijd tot de a’s, en de getallen — a, —/? 
— y, —<5 behooren (mod m) respectievelijk tot de a's, <3’s, y’s en /?‘s 

2 . Voor P = 8» + l, Q=8« + 7 behooren de waarden var 

y, (mod m) respectievelijk tot de a’s, <5’s, y’s, /?’s; en vooi 

P = 8«-{ - E>) Q = 8n-(-3 behooren deze waarden respectievelijk to 
de y’s, jS’s, a's, <5’s. 


D ERDE -MA CHTSRESTEN. 

23. Nu tot de derde-machtsresten overgaande, is het noodig hei 
een en ander omtrent de theorie der geheele getallen van den vorrr 
a 4- b q in herinnering te brengen; q is hierin een complexe derde 
machtswortel der eenheid, dus 1 -f g + g 2 = 0. 

Zooals dan bekend is, gel den ook in deze theorie omtrent de deel 
baarheid der getallen, hunne ontbinding in priemfactoren, het be 
staan van primitieve wortels der priemgetallen enz. geheel analoge 
theorema’s als die in de gewone theorie der reSele getallen, er 
verreweg het grootste gedeelte der onderzoekingen in de vier eerst< 
sectien der Disquisitiones arithmeticae kunnen bijna onveranderc 
ook voor de theorie der geheele getallen a -J- b g doorgevoerd worden 

Het product van twee geconjugeerde getallen a + b g en a -|- b g 2 

(a -f- b g) (a + b g 3 ) = a 2 — a b -f- b 2 

heet de norm van het getal a-\-bg en zal steeds door ju, aangeduic 
worden. 

Het getal 3 is in deze theorie geen priemgetal, want 


ten eerste de reeel e priemgetallen van den vorm 3 n — 1, de norr 
s dan gelijk (3 n — l) 2 ; 

ten tweede de complexe priemfactoren van de redele priemgetallei 
ran den vorm 3 n -f- 1. Dit refiele priemgetal is dan te gelijk d 
lorm van den complexen priemfactor. 

Bijv. is 

7 = (2+3e)(2 + 3p 2 ) = (2 + 3e)(-l-3e). 

De priemgetallen 2-j-3p, — 1 — 3 £> hebben beide 7 tot norm. 

In beide gevallen is dus de norm van den vorm 3 k -j-1. 

Verder is het voldoende alleen primaire priemgetallen te beschou 
ven, waarbij ik mij van dit woord in den zin van Eisenstein (Crelle’ 
ournal, 27, p. 301) zal bedienen, zoodat a + b q primair heet, wan 
leer a -f-1 en b beide door 3 deelbaar zijn. De refiele priemgetalle 
ran den vorm 3 n — 1 moeten dus positief genomen worden om pr: 
nair te zijn. 

Zij dan M een primair priemgetal, ju, de norm van den vorm 3 n +] 
Een volledig stelsel incongruente, niet door den modulus M deelbar 
esten bevat dan /j, — 1 = 3 n getallen. Deze getallen kunnen tc 
5 klassen, elk /t getallen bevattende, gebracht worden al naar da 

//^ _ ]\<le 

lunne macht (mod M) congruent is met 1, q of g 2 . Deze vei 

ieeling kan aldus voorgesteld worden: 

A a , a', a", ... 

b /?, /*', r,... 

c y, /, y", ... 

jvaarin dus 


n — i v — i it — i 

Gt s ~=El, p s (mod M). 


Het cubisch karakter der getallen a, a’, a ", ... is 0, dat der ge 
:allen /?, /?', ... is 1, dat der getallen y, y\ ... is 2. 

Het zal intusschen ook gemakkelijk zijn, van het symbool va 
Eisenstein gebruik te maken, en dus te schrijven 


' a 

- 1 

\n 

M J 

-X, 

LM J 


L- 

M 


— r 


riCL aoei Vcill UC ccibivuigcuuc; uuouauu vv 10 

van het cubisch karakter van 1 — q , of wel de bepaling van d 

1 — 


waarde van het symbool 


M 


24. Door bij alle getallen van A, B, C de eenheid op te tellen 
ontstaan de 3 groepen van getallen A', B', C' 

A' a + 1, a' + l, a" + l, ... 

b 7 p+i, ii'+i, r+i,... 

C' y +1, / + !» y" + 1. • • • 

en ik noem nu (0.0), (0.1), (0.2) de aantallen getallen van A', die res 
pectievelijk congruent zijn met getallen van A, B, C; (1.0), (1.1), (1.2 
de aantallen getallen van B', die respectievelijk congruent zijn me 
getallen van A, B, C; eindelijk (2.0), (2.1), (2.2) de aantallen getallei 
O', die respectievelijk congruent zijn met getallen van A, B, C. 

A1 deze getallen kunnen in het schema S vereenigd worden 


( 0 . 0 ) 

( 0 . 1 ) 

( 0 . 2 ) 

( 1 . 0 ) 

( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 

( 2 . 0 ) 

( 2 . 1 ) 

( 2 . 2 ) 


en met de bepaling van deze getallen is ook onmiddellijk het cubiscl 
karakter van 1 — q gevonden. Want uit de blijkbaar identieke con 


jruenties 


(x — a)(x — a ') (x ■ 
(x — p)(x — /?') (x ■ 


■ a ")... 

■n--. 


■X 


.X 


— q (mod M) 


a—i 


(x — y) (x — y') (x — y") ... = x 3 — q 2 

/olgt voor x = — 1, daar — g even is (behalve voor M — 2, well 

(eval uit te zonderen is), 

0 + i)or + i)Or' + i)...=i_ e 

(r +1) (/' +1) (/' +1)... ee l — e 2 

vaaruit onmiddellijk volgt 

1-el 


2 (mod M), 


M 


= e (U) +2(1.2). 


n _ 0 *i 

- - = g (2.1) +2 (2.2). 


25. Het getal —1 behoort, als volkomen derde-macht tot d 
:lasse A, en de getallen aen — ajen — /J, 7 en — y komen tege 
ijkertijd in de klassen A, B, C voor. 

Met behulp van deze opmerking overtuigt men zich nu dadelijk, da 


het teeken 

voorstelt het aantal oplossingen van 

(0.0) 

a + a 1 -j- 1 l+= 0 

( 0 . 1 ) 

a + £ + 1 — 0 

( 0 . 2 ) 

a -4“ y +1 = 0 

( 1 . 0 ) 

P+a + 1—0 

( 1 . 1 ) 

P + P' + 1 hh 0 (mod M 

( 1 . 2 ) 

P + 7 + 1-0 

( 2 . 0 ) 

y + a + .1 — 0 

( 2 . 1 ) 

7 + /? + 1-0 

( 2 . 2 ) 

;oodat men heeft 

7 + r' +1 - o 


( 0 . 1 ) = ( 1 . 0 ), ( 0 . 2 ) = ( 2 . 0 ), ( 12 ) = ( 2 . 1 ). 

Is xy^A (mod M) en behoort x tot A, dan behoort blijkbaar ool 
r tot A, behoort echter x tot B of C, dan behoort y respectievelijl 
ot C of B, wat men kan uitdrukken door te schrijven 

a a' ~ 1, /? y 1 (mod M). 

Uit 

7 (« + P + 1 ) — r' +1 + r » 

/?(a + y + l)=-=/?' + l + /J, 

>esluit men nu tot deze betrekkingen 

( 0 . 1 ) = ( 2 . 2 ), ( 0 . 2 ) = ( 1 . 1 ), 

;oodat het schema S dezen vorm heeft 

h j k 
j k l 
k l j. 

Daar — 1 tot A, dus 0 tot A' behoort, maar behalve dit getal 
ran A' overigens alle getallen van A', B', O' elk met 66n getal va 
L, B of C congruent zijn, zoo volgt verder 

h J ~j™ k — 7i — 1, 



188 BIJDRAGE TOT DE THEORIE DER DERDE- EN VIERDE-MACIITSRESTEN. 


De beschouwing van het aantal oplossingen der congruentie 
a + /* + y+ l==0 (mod M), 

waarin a, ft, y respectievelijk uit de klassen A, B, C te kiezen zijn 
levert eindelijk nog eene betrekking tusschen h, j, k, l. Neemt me 
namelijk eerst voor a de getallen van A, dan verkrijgt men voo 
dit aantal 

hl+jj-j-kk. 

Neemt men daarentegen achtereenvolgens voor /? alle getallei 
van B, dan vindt men voor ditzelfde aantal 

jk + kl-t-lj 

dus is 

0 = hl-\-jj-{-kk —j k — k l — Ij. 

26. Elimineert men uit deze laatste vergelijking h met behulp vai 
h = l — 1, dan is 

0 = l(l-i)+jj + kk—jk-kl — lj, 
ivelke vergelijking met 4 vermenigvuldigd, wegens 
(j + kf + 3 (j -kf = 4 (jj +kk-jk) 
ien vorm aanneemt 

0 = 4 — 4 «+ 0* + *) a -h 3 O’ — *)» — 4«(A + j). 

Daar l = n — (j - f- k ) is , heeft men door met 9 te vermenigvuldigei 
36 n = 36 l 2 -\-9 (j -f- kf -J- 27 {j- kf - 86 l(j + k) + 36 (j + k); 
:egelijk is 

24n = 24 (i + A + Z), 
lus vindt men door aftrekking 

12 « = 36 Z 2 -|- 9 (j -f &) 2 + 27 (j — kf — 36 1 (j + A;) -f- 12 O' -f A;) — 24 Z, 

)f wel 

12 n + 4 = 4 fi = (6 1 — Sj — 3 k — 2f + 27 (j — kf. 

Stellen wij nu 


aldus uitdrukken 


9/i = 3n-|-A — 7, 

18 j = 6w — A + 3B — 2, 

18A = 6n — A — 3 B — 2, 

9 1 3 7i -j— A -j— 2. 

Om nog A en B te bepalen zijn nu twee gevallen te onderscheider 


27. Is vooreerst M refiel van den vorm 3 n — 1, dus /j, = M 2 , da: 
voIgt uit 

4,m = 4M 2 = A 2 + 3B 2 , 

dat A = ±2M, B = 0 is. Want was B niet gelijk nul, dan zou mei 
sen geheel getal x kunnen bepalen, z66 dat 


waaruit volgt 
dus 


A = B x (mod M), 

A 2 = —3B 2 :-B 2 « 2 (mod M) 


— 3 (mod M), 

wat onmogelijk is, daar men weet, dat —3 niet-rest is van M. 

Stellig is dus B = 0, A = ± 2 M. Maar ook het teeken van A volg 
onmiddellijk uit de opmerking, dat A~1 (mod 3), en M als primai 
oriemgetal = — 1 (mod 3) is; waaruit dus blijkt 


A = 2 M 

sn ten slotte 

9A = 3n + 2M— 7, 
9j = 9k = S7i— M—1, 
9/=3w + 2M + 2. 


28. Is in de tweede plaats M = a -f- b 8 een primaire complex' 
Driemfactor van een reeel priemgetal p van den vorm 3 n -j- 1, dan i 
4/i = (2a-&) 2 + 3 6 2 = A 2 + 3B 2 
in daar a + bQ primair is, a + 1 = 0 (mod 3). 

Nu is ook B door 3 deelbaar en daar, zooals gemakkelijk te be 
vijzen valt, 4 /j, slechts op d£n wijze voorgesteld kan worden al 
le som van een quadraat en het 27-voud van een tweede quadraat 
:oo volgt 

A = 2a — b, B = ± &. 


Het teeken van A wordt namelijk weder bepaald door A ss 1 (mod 3 
Om nog het teeken van B te bepalen, dient de volgende be 
schouwing; doorloopt z alle getallen van A, B en C, dan vindt men 
op geheel dezelfde wijze als in art. 12, 


of 


p —i 

2(s 3 4-l) 8 = — 2 = 3 {h + k e 2 ) (mod M), 
-2 = U{h-k) + Q {j-k)] 


en nu h, j, k door A en B uitdrukkende, en voor A de waardi 
2 a — b schrijvende, verkrijgt men na eene kleine herleiding 

0 = 2a — &4-B + 2B e (mod M = a-f M , 

waaruit blijkt, dat B = 6 is 

Nadat op deze wijze A en B gevonden zijn, heeft men 

9/( = 3n + 2a— b — 7, 

9j — 3 n a —j- 2 b — 1, 

9k = Bn — a — b —1, 

9 1 =3w + 2a— b +.2. 


29. Volgens art. 24 is nu het cubisch karakter van 1 — q volgens 
den modulus 3 congruent met 

(1.1) + 2(1.2) = ft_|, 

lat van 1 — o 2 congruent met 

(2.1) + 2 (2.2) = l-j, 

lus wanneer M refiel van den vorm 3 n — 1 is, heeft men volgens 
irt. 27 

Karakter (1 — q) ~ — Mil , 

d 

Karakter (1 — q 2 ) -= -f Mil } 

d 

>f wel 


1 — Q\ 

M + l 

— o 3 

[i-e 2 

¥ J 

- Q 3 

M 


vaaruit nog volgt 


AO vACLdL cilLv-^dl XYx - U, - U (J CCI1 p UUdUC CULJipiCAC IdtLUI VclLl CC 

efiel priemgetal van den vorm 3 n + 1, dan is volgens de waarde 
n art. 28 gevonden 

Karakter (1 — q) _= — —> 


»f 


Karakter (1 —q 2 ) = -—, 


' 1 — Q * 

CL -f“ 1 


a-b + 1 
— ~ 3 

3 ] 

a + b 

- Q , 

a, -j- b q. 

- Q , 

a -f- b q. 


Deze resultaten verschillen niet wezenlijk van die door Eisenstei 
jegeven in het 28‘ te deel van Crelle’s Journal, p. 28 e. v. 


30. Omtrent het geval, dat het priemgetal M een factor is va 
;en reeel priemgetal p van den vorm 3 n + 1, moge nog het volgend 
>pgemerkt worden. 

Daar in M = a -j - & 5 > a en & geen gemeenen deeler hebben en dei 
lalve ook b en a — b relatief priem zijn, zoo kan men altijd twe 
jeheele getallen a en ft vinden, zoodanig dat 

b a{a — b) p = l 

vordt, en dan is 

(a-\-b g) (a= a a — b p q , 
lus 

g~b fi — a a (mod M = a -f- b q). 

Hieruit volgt onmiddellijk, dat elk geheel getal c -J- dg volgens de 
nodulus a -f- b q congruent is met een reeel getal, welk reeel gets 
deiner dan de modulus p =p aangenomen kan worden, zoodat d 
eSele getallen 

0, 1, 2, 3, [i 1 

:en volledig restsysteem vormen. Verdeelt men nu deze reeele g( 
alien (met uitzondering van 0) volgens hun cubisch karakter in dri 
dassen 

a, a , a\ ... 

p, r, • • • 


A 

B 


P-1 P-1 P-1 

a 8 — l==p 3 — /- = y 3 — /a = 0 (modM = flt + 6e), 

:n daar 

p —i p — i p — i 

a 3 -1, P 3 -A y 3 “-/ 2 

•e€ele getallen zijn, zoo moeten zij niet alleen door a -)- 6 o maai 
x>k door den modulus 


ieelbaar zijn, of 


P = f* = («-f b q) (a + b q>) 


p-i 

a 3 =1 


p-i 


P 3 =f 

p -i 

y 3 


(mod j? = ,a). 


Hieruit blijkt dus, dat de klassificatie der getallen 


1, 2, 3, . jp — 1 

met behulp dezer drie laatste congruenties, samenvalt met die vol 
gens hun cubisch karakter ten opzichte van den modulus a -j- b q. 
Het resultaat 


' 3 ' 

a + bg. 


= Q 


i_ 

3 


6 


kan nu aldus uitgesproken worden: het getal 3 behoort tot d 
klasse A, B of C, al naar dat — ^ 6 van den vorm 3m, 3 m -j- 1 0 
3 m-{- 2 is. 

Ik laat hier eenige voorbeelden volgen. 



P 

= 7, 

a = 2, 

6 = 3, f= 

= 4. 


Schema 

A 

1, 

6. 




hj k 

0 1 

B 

2, 

5. 




j k l 

1 0 

C 

3, 

4. 




k l j 

0 1 


P 

= 13. 

, a = — 

o- 

II 

OD 

f=9. 



A 

1, 

5, 

8, 12. 




0 2 

B 

4, 

6, 

7, 9. 




2 1 

C 

2, 

3, 

10, 11. 




1 1 


1 , 

7, 

3, 

11 , 

12 , 

18. 








2 

2 

4, 

6 , 

9, 

10 , 

13, 

15. 








2 

1 

2 , 

3, 

5, 

14, 

16, 

17. 








1 

3 

p-. 

= 31 

, a 

= 6, 

6 = 

= 6, 

f — 25. 








1 , 

2 , 

4, 

8 , 

16, 

16, 

23, 

27, 

29, 

30. 




3 

4 

3, 

6 , 

7, 

12 , 

14, 

17, 

19, 

24, 

25, 

28. 




4 

2 

5, 

9, 

10 , 

11 , 

13, 

18, 

20 , 

21 , 

22 , 

26. 




2 

4 

V- 

= 37 

, a 

= — 

-4, 

6 = S 

!, f= 

= 26. 








1 , 

6 , 

8 , 

10 , 

11 , 

14, 

23, 

26, 

27, 

29, 

31, 

36. 


2 

5 

2 , 


12 , 

16, 

16, 

17, 

20 , 

21 , 

22 , 

25, 

28, 

35. 


5 

4 

3, 

4, 

5, 

7, 

13, 

18, 

19, 

24, 

30, 

32, 

33, 

34. 


• 4 

3 

V- 

= 43 

:, a 

= — 

-1, 

6 = 6, f-- 

= 36. 








1, 

2 , 

4, 

8 , 

11 , 

16, 

21 , 

22 , 

27, 32, 35 

, 39, 

41, 

42. 

3 

6 

3, 

5, 

6 , 

10 , 

12 , 

19, 

20 , 

23, 

24, 31, 33 

, 37, 

38, 

40. 

6 

4 

7, 

9, 

13, 

14, 

15, 

17, 

18, 

25, 

26, 28, 29 

, 30, 

34, 

36. 

4 

4 

P- 

= 61 

, a 

= 5, 

b = 

= 9, 

f— 13. 








1, 

3, 

8 , 

9, 

11 , 

20 , 

23, 

24, 

27, 

28, 

33, 

34, 

37, 

6 

8 







38, 

41, 

50, 

52, 

53, 

58, 

60. 

8 

5 

4, 

10 , 

12 , 

14, 

17, 

19, 

25, 

26, 

29, 

30, 

31, 

32, 

35, 

5 

7 







36, 

42, 

44, 

47, 

49, 

51, 

57. 



2 , 

5, 

6 , 

7, 

13, 

15, 

16, 

18, 

21 , 

22 , 

39, 

40, 

43, 









45, 

46, 

48, 

54, 

55, 

56, 

59. 




Terwijl over het voorkomen van het getal 3 in de groepen A, B, 
)p bovenstaande wijze vooruit beslist is, kan men nu, met behul 
/an de reciprociteitswet, in de theorie der cubische resten gemal 
celijk de kenmerken opstellen, noodig om het voorkomen ook va 
mdere getallen in deze klassen te onderkennen. Het is hierb 
alijkbaar voldoende om alleen priemgetallen te beschouwen. 

Wat het priemgetal 2 betreft, kan men deze criteria, zonder hul 
ier reciprociteitswet, aldus afleiden. 

31. Daar het getal p — 1 altijd tot A behoort, zoo volgt onmic 
iellijk, dat 2 tot de klasse A, B of C zal behooren al naar gelan 

tot de klasse A, C of B behoort. 


der congruenties 


a -)- a' -)- 1 = 0 

/? + £' +1 = 0 (mod p), 
7 + / +1 = o 


en daar men a met a', p met /S', y met y' mag verwisselen, zijn deze 

, p — 1 

drie aantallen even, uitgezonderd het eerste, wanneer a — a — 2 


tot A behoort, of uitgezonderd het tweede, wanneer /5 — /S': 
tot B behoort, of uitgezonderd het derde, wanneer y — y’- 


P- 


] 


‘ 2 
P — ] 


tot C behoort. 

Hieruit blijkt dus, dat 2 tot de klasse A, B of C behoort, al naar dal 
an de drie getallen h, j, k het eerste, tweede of derde oneven is 
Daar p = 3 « + 1 ( n even) en volgens art. 28 

9/i = 8 w + 2a— 6 — 7, 

9; =3 n — a-|-26 — 1, 

9k = Sn — a — 6 — 1 


is, zoo is h oneven, wanneer 6 even is, j oneven, wanneer a even is 
eindelijk k oneven, wanneer a en 6 beide oneven zijn. Daar a en l 
geen gemeenen deeler hebben, zoo zijn geen andere gevallen mo 
gelijk, dus 2 behoort tot 

A, wanneer 6 = 0 

B, „ a = 0 (mod 2). 

C, „ a = 6 = 1 


32. Wat het voorkomen van 5 betreft, volgens de cubische reci 
prociteitswet is 


5 1 


CL -j- b Q 

cl * 4 - b 


5 ] 


want 5 is ook in de theorie der geheele getallen a -j- 6 q een priem 
getal. 

Voor o = 0 (mod 5) is dus 


5 1 


[6 el 


Y 

a + 6 f>. 


5 J 


.5. 


derhalve behoort 5 tot C. 


Is a met door 5 deelbaar, dan kan men x bepalen uit 

b~ax (mod 5), 

en x kan de waarden 0, 1, 2, 3, 4 aannemen; men heeft alzo 


5 1 


~ a (i -f x q)} 


1 *-j— 00 Q 

a + b q. 


5 J 

1 

5 j 


en men vindt voor 


x = 0 

- 5 ] 

= i, 

a -j™ b q. 

X = 1 

5 ' 

a + b g. 

= Q, 

x = 2 

5 1 

= 1, 

CL -{- b Q . 

x = 3 

5 1 

— a 2 
- f ) 

a -}~ b q . 
5 ■ 

x = 4 

= e- 

CL —1“ b 


Hieruit voIgt, dat 5 behoort tot 

A, wanneer b eh0, b~2a 

B, „ b~a, b~4a (mod 5). 


C, 


:3a, a = 0. 


Om het voorkomen van 7 te beoordeelen, heeft men 


7 i 


2 —J”* 3 q 


2 + 3^1 

abg J 


a -j- b q. 


. a -j- b q . 


en nu volgens de reciprociteitswet 


7 1 


a-\-bg 


CL -j— b Q 

a 4* b q. 


L2 + 3eJ 


L 2 -f 3 e 2 J 


Voor a = 0 (mod 7) volgt, daar in ’t algemeen 


a-\- (}q 


a-\-bg 


a + P e 2 

a-\-b q 2 


is , 


7 1 


[ Q 


[ Q 1 


e 2 1 

a -\- b q. 


|2+3eJ 


[2+3 0*1 


[2 + 3 


Q i = Q, 


zoodat 7 tot B behoort. 

Is a niet door 7 deelbaar, maar 
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dan volgt 

7 1 _rl+ajgl f 1 -| - xq ' 

a-\-bo\ [2 -j- 3 £>j 2 -j- 3 q 1 _ ’ 

en voor x kunnen de waarden 

0, 1, 2, 4, 6 

voorkomen, niet x = 3 en x = 5, daar deze waarden 
p = a % — a b 4 - 6 2 = a 2 (1 — a; -f- as 2 ) 
door 7 deelbaar zouden maken. 

Men vindt nu voor 


X = 

0 

r n ~ 

1 

CL —1“ 6 

= 1 , 

x = 

1 

r 1 

CL 6 Q_ 

= <? 2 , 

x = 

2 

- 7 ' 

-f" 6 ^ 

= 1, 

x = 

4 

r 1 

a -)- 6 q. 

= 6, 

x = 

6 

- 7 ' 

a -f- 6 q. 

= Q 2 , 


zoodat 7 behoort tot 

A, wanneer 6 = 0, 6 = 2 a 

B, „ 6 = 4a, a = 0 (mod 7). 

C, „ 6 = a, 6 = 6« 

Op gelijke wijze, of door inductie, zal men vinden dat 
11 behoort tot 


A voor 6 = 0, 

O'- 

III 

DO 

& 

6 

= 4 a, 

6= 5a 


B „ 6 = 3a, 

6 = 6 a, 

6 

= 9 a, 

a = 0 

(mod 11), 

C „ 6 = a, 

S3 

O- 

III 

6 

= 8a, 

6= 10 a 


13 behoort tot 






A voor 6 = 0, 

b~2a , 

6 

= 3 a, 

6 = 8 a 


B „ b = a, 

6 = 6 a, 

6 

= 11 a, 

6= 12 a 

(mod 13), 


19 behoort tot 


(mod 19), 


A voor 

6 = 0, 

6 — 

a, 

6 = 2 a, 

6= 10 a, 

6 = 

18 a, 

a 

= 0 

B „ 

6 = 5 a, 

6 = 

11 a , 

6 ns 13 a , 

6 = 14 a, 

6 = 

16 a, 

6 

= 17 

c „ 

CO 

III 

>■0 

6 = 

4 a , 

b = 6a, 

53 

!>■ 

ill 

A 

6 s= 

CD 

& 

6 

= 15 


23 behoort tot (mod 23), 

A voor 6=0, 6=2a, b~5a, b~6a, 6=7a, b~8a, 6=lla, 6=15 

B „ 6=a, 6=9a, 6= 13a, 6= 16a, 6n3l7a, 6=18a, 6= 19a, b =22 

0 „ 6=3a, 6=4a, 6=10a, 6=12a, 6=14a, 6=20a, 6=21a, a=0. 


33. De beschouwing van deze bijzondere theorema’s geeft aar 
leiding tot de volgende opmerkingen. 

Voor het gemak zal ik in het volgende de regele priemgetallen va: 
den vorm 3 n — 1, die ook in de complexe theorie priemgetallei 
blijven door Q, de priemgetallen van den vorm 3 n 4-1 door P aan 
duiden. 

1. Een priemgetal Q behoort, wanneer a = 0 (mod Q), tot de klassei 
k, B, C al naar dat -^-g— van den vorm 3 m, 3 m + 1, 3 m + 2 is. 

2. Een priemgetal P behoort, wanneer a = 0 (mod P), tot de klassei 

P — 1 

k, B, C al naar dat —g— van den vorm 3 m, 3 m -f- 1, 3 m + 2 is. 

3. In de gevallen 6 = 0, 6 — 2 a behoort het priemgetal P of C 
dtijd tot de klasse A. 

4. Behoort het priemgetal tot A voor a = 0, dan behoort het ool< 
ot A voor 6 a en voor 6 = — a. Komt het priemgetal echter ir 
le klasse B of C voor, wanneer a = 0, dan komt het voor 6 == a er 
r oor 6 = — a in de klasse C of B voor. 

5. In het algemeen zijn de criteria van den navolgenden vorm 
Is a ~ 0, dan behoort het priemgetal tot eene bepaalde klasse. 

Is a niet =0, dan is b~ax en voor elke waarde van x behoort 

iet priemgetal in eene bepaalde klasse, zoodat men de waarden van 
in 3 groepen a, fi, y kan onderscheiden, zoodanig dat voor 


6 

6 



het priemgetal tot A, 


77 


B, 


77 


dasse correspondeert. 

Het totale aantal der congruences nu, die men op deze wijze voo 
ilk der drie klassen vindt, is even groot en gelijk aan - -of aan —g-- - 

6. Zijn x en y twee getallen, die voldoen aan de congruentie 

x + y — xy~0, 

m behoort x tot a, dan behoort ook y tot a. Is echter x = fi of x= y 
ian behoort y respectievelijk tot de y’s of de /?’s. 

Is xy~ 1 en behoort 1 tot de as, dan is 

VOOr x = a' y = a", 

voor x = (i' y — y', 
voor x — y' y = fi'. 

Is xy~l en 1=/?, dan is 

voor x = a y — y* 

voor x — ft' y — fi", 
voor x = y' y — o!. 

Is xy = 1 en 1 = y, dan is 

voor x = a y = P, 
voor x = fi- y = a, 
voor x = y y — y'- 

34. Wat het bewijs van de bovenstaande opmerkingen betreft 
alleen het onder 5 gezegde vereischt eenige nieuwe beschouwingen 
al het overige levert na het voorafgaande geen moeielijkheden op 

Ik ga er dan nu toe over het onder 5 opgemerkte algemeen aai 
te toonen. Hierbij zijn de gevallen, dat het priemgetal gelijk aan ( 
of aan P is, afzonderlijk te behandelen, en wel zal eerst het eerst 
geval (verreweg het eenvoudigste) beschouwd worden. 

35. Is dan het priemgetal Q van den vorm 3 n — 1, dus ook prien 
in de theorie der complexe getallen van den vorm a -f- b g , dan i 
volgens de wet van reciprociteit 

Q _l a -f- bg 

CL 4- bo O 


Nu is 


Q 1_r 6 el_re 


.a -f- 6§J L Q J [Q 



een veelvoud van 3 en 


Q + l 

3 


X (Q — 2) 


Q" 1 1 (Q + l)(Q — 2)_Q —j— 1 

3 3 ~~ ir~ * 

derhalve is voor a = 0 (mod Q) 

q i 

a + b J 6 ’ 

waarmede de juistheid van het in art. 33 onder 1 gezegde aangi 
toond is. 

Is a niet door Q deelbaar, dan is x volkomen bepaald door 

b = ax (mod Q) 

en men heeft 

Q _o (1 -f- xq\ rl -{■ xq\ 

® 4“ b q. . Q Q . ’ 

waaruit reeds blijkt, dat de klasse, waartoe Q behoort, alleen van he 
getal x afhangt, terwijl voor x blijkbaar de getallen 



0, 1, 2, 3, .... Q — 1 

kunnen voorkomen. 

Wij hebben nu nog slechts deze vraag te beantwoorden: hoevee 
der Q grootheden 

fi + *el 


(® = 0, 1, 2, 3, ..., Q — 1) 

zijn gelijk aan 1, hoeveel gelijk aan q , hoeveel gelijk aan g 2 ? Wi 
oeschouwen een volledig systeem niet door den modulus deelban 
jetallen, voor hetwelk de getallen 

a-\~ {} q 

(“ =0, 1, 2, 3, .... Q-1) 

jenomen kunnen worden, waarbij alleen de eombinatie a = 0, /J — ( 


WCg LKZ lcALCU 10. 

karakter tot 3 groepen A, B, C, 

A «o + Ai e i • • • 

B «i + A e > • • • 

C U9 “I” A Q > ' • • 


dan bevat elk dezer groepen 


Q 3 — 1_ 


= (Q-1)X 


Q +1 


getallen, welk aantal dus een veelvoud van Q — 1 is; en de redek 
getallen 

1, 2, 3, ..., Q — 1, 

die met /? = 0 correspondeeren, behooren alle tot A, waaruit voort- 
vloeit, dat zoo a -f- /? q tot zekere klasse behoort, ook de met 
l{a-\- p q) 1 2 (a -)- /? q) , .. ., (Q — 1) (« 4" P Q) 
congruente getallen tot dezelfde klasse behooren. Is nu a niet gelijk 
nul, dan zijn 

a, 2a, 3a, ..., (Q — 1) a 

volgens den modulus Q in zekere volgorde congruent met 

1, 2, 3, .... Q — 1. 

Men kan dus de getallen. van een klasse, waarbij het redele deel 
niet gelijk nul is, in groepen van Q — 1 getallen verdeelen, zoodal 
in elke groep 66n getal voorkomt van den vorm 1 -f x q. 

Hieruit blijkt dus, dat de aantallen der getallen 1 -f x q, die 
gelijk aan 1, q of ^ maken, zijn 


Q —2 

Q+l 

Q+l 

3 ’ 

3 » 

3 

Q+l 

Q —2 

Q + l 

3 ’ 

3 ’ 

3 

Q + i 

Q + l 

Q —2 

3 ’ 

3 » 

3 


, wanneer |-^-| = l, 

WTl n nppr I ^ 1- „ 


, wanneer 
, wanneer 


is, en daar verder boven gevonden werd, dat voor 

a = 0 (mod Q) 


roor het geval, dat het priemgetal van. den vorm 3 n —1 is. 


36. Is het priemgetal, waarvan men het voorkomen in de klasse 
L, B, C wil onderzoeken, van den vorm P = 3w-f-l, dan komt he 
:r dus op aan de waarde van 

f P ' 

CL ”f“ b Q. 

e bepalen; daar P geen priemgetal is in de complexe theorie, zo 
s het in de eerste plaats noodig, vddrdat de wet van reciprocitei 
oegepast kan worden , P in zijne primaire priemfactoren te ontbinder 
Stel 

P = (A + B 0 )(A + Be 2 ) J 
lan is volgens de reciprociteitswet 

' P 1 [ a - f b q 1 T a-\-bQ ' 

a — J— b q „ .A —j— B A "f“ B . 

Dus heeft men 

voor a = 0 (mod P) 


•D n r i 2 (P — 1) P-l 

P Q Q ---jj— —g~ 

a+Tq J ~ La"+ b q\ [a + b e a J ~ e ~ 9 

voor ax=b (mod P) 

P 1 1 -|- XQ ] 1 -|- XQ ] 

cl -J- b q_ _A “I - B (>. A -f~ B 

Uit de eerste uitkomst voor a~0 blijkt de juistheid van de tweed 
)ewering in art. 33. 

Daar P van den vorm 3 n -J- 1 is, zoo heeft de congruentie 

(mod P) 

Irie verschillende wortels, 1 , f, g, waarbij f=g % . 

De beide waarden — f, — g kunnen nu niet gelijk aan x zijn i 
le congruentie 


b~ax , 


vant uit b == — a f zoude volgen 

a 2 — a b -f- b 2 ^a 2 (l -f f 0 (modP), 
:oodat het priemgetal 

P = a 2 — a b -f- 6 2 


loor P deelbaar zou ziin. 


met weglating der beide getallen P — f en P — g. Hun aantal 
derhalve P — 2, en nu is te onderzoeken, voor hoeveel dezer P — 
waarden van x de uitdrukking 


'1 -\-XQ 


l+XQ | 

A-f Be. 


[a + B e 2 J 


de waarden 1, q en q 2 aanneemt. 
Ik merk nog op, dat 

g 

A B q. 

is en dat voor a — 0 (modP) geldt 


' P ' 
a + bg. 


2(P-D 
= g 3 


Behoort dus q voor den modulus A -f- B q tot de klasse A, B of C 
3an behoort gelijktijdig P voor den modulus a-\-b q (of wat hetzelfdi 
is, voor den reeelen modulus p) tot de klasse A, C of B. 


37. Men kan steeds, wanneer een willekeurig getal a -(- /? q ge 
jeven is, een daarmede volgens den modulus A + Bg congruent geta 
dnden, waarvan het reeele deel gelijk aan 1 is. 

De verdeeling van een volledig systeem niet door den modulu: 
leelbare getallen in drie klassen, volgens hun cubisch karakter 
;an dus aldus voorgesteld worden 

(mod A + B q) 

A a = 1 -}- a g, a' = 1 -j- a' q, a" = 1 -|- a” q, ... 

B £ = 1 + 6g, fi' = l + b’ e , = ... 

C y = l + CQ, + y» = l+c" 6 , ... 

:n daar uit 

(1 + a e ) ~ — 


Q k ~(A + B e ) (C + D e ) 


iroorgesteld worden 


(mod A + B e 2 ) 

A 1 -f a q 2 , 1 + a'Q 2 , 1 + a" q 2 , ... 

B 1 + ce 2 , l+c' q 2 , 1 + c'V, ••• 

C 1 + b e 2 , 1 -f b' g 2 , 1 + b" q 2 , ... 

De getallen a, &, c, a', c', a", 6", c", ... vormen in hun gehee 

ille getallen van de groep 

0, 1, 2, 3, ..., P — 1, 

met uitzondering van het enkele getal, dat = — q 2 (mod A -f- B g) ii 
in dat (modP) congruent is met een der getallen — f, — g. De ge 
fallen nu, dat 

1 -j - 1- “f” % Q _-i 

A + B q\ [a + B S ~~ L 
is, zijn blijkbaar deze 

z+iel =l en te 8 el ‘j ker l y d [ Z+S^ H 1 - 

Tqrg^]=e en K g eli i ker t! j d [rqrs^]= e3 ' 

i±!|| = i>= en te gelijker tijd [^+£^] = e . 


l-\-XQ 1 .. , 


voor x — a, a', a ",..., en zal nu te gelijker tij 


A + B e s 


1 zijn, dan moet dus 1 + a q volgens den modulus A-j-B£ 


:ongruent zijn met een der getallen 1 -f- a g 2 , 1 -f* a' q 2 , ... dus is te stelle 
1 -j— ct q =ee 1 -j- ol o’ (mod A -j- B o 2 ). 

Dmgekeerd, zoo aan deze congruentie voldaan is, heeft men 

1 4~ a Q 1_ -I 1 -j- a g 1 _, 

A-f-BeJ ’ LA + Be 2 J — 

Het aantal malen, dat dit geval zich dus voordoet, is gelijk aan he 
lantal oplossingen van bovenstaande congruentie. Op soortgelijk 
«rijze voor de beide overige gevallen 


1 4~ ^g] _ fi±®£l_ n 2 

A + BeJ ~ Q ’ U + Bj ? 2 ! -Q 


,2 


1 -\-XQ 1_ o 1 + XQ 1 - 

A -f- B g. ’ [A -f- B q“\ 

edeneerende, volgt dat het geheele aantal malen, dat de uitdrukkin 

' 1 -f-asg l r i + a;g ' 

.A -j- A g. .A. -f* B g 2 

gelijk 1 is, voorgesteld wordt door de som van het aantal oplos 
singen der drie congruenties 

1 + a> g == 1 + a ' g 2 
1 + b g = 1 + b' g 2 (mod A + B g 2 ). 
l + cg = l + c'g 2 

Evenzoo blijkt, dat het aantal malen, dat bovenstaande uitdrukkin; 
gelijk aan g of aan g 2 wordt, uitgedrukt wordt, in het eerste geva 
ioor de som van het aantal oplossingen der congruenties 

i-|-&g==i4" a 0 2 

l4-cg=nl-(-bg 2 (modA-fBg 2 ), 

1 -)- Ct Q r 7_' 1 -J” C g 2 

:n in het tweede geval door de som van het aantal oplossingen dei 
:ongruenties 

l-|-cg“l-l-ag 2 
l+«g^l+hg 2 (mod A -f- B g 2 ). 
l-f-hg^l+cg 2 

Om onmiddellijk de ontwikkelingen van art. 25—28 te kunner 
oepassen, is het iets gemakkelijker alleen congruenties voor der 
nodulus A -f- B g te beschouwen, zoodat wij, in de voorgaande for- 
nules overal g door g 2 vervangende, zullen schrijven, wanneer t, u, i 
le aantallen malen zijn, dat 


!+®el v TJL+Jl 

a I T> ~ S' a I n i 


LA + B gj IA -(- B g 2 J 
espectievelijk gelijk aan 1, g of g 2 is: 

= som aantal oplossingen van 

1 -}- a g 2 = 1 -|- a' g 
1 + b g 2 =he 1 -|- 6' g (mod A + B g), 
l-j-cg 2 = l-j-c'g 


V 0.11 


1 -+ b q 2 —~ 1 +• <x q 
1c'e 2 = 1-f-& e (modA + Bg), 
l + o, e 2 — 1 + C(? 

p = som aantal oplossingen van 

l + c e 2 ^l+a e 
l+°0 8= =l + &<? (mod A + B q ). 
l-\-bg 2 ==!-{-cq 


38. Hierbij dient nog het volgende opgemerkt te worden. Onde 
ie getallen a, b, c, o', b', c', ... komt ddn der getallen — f, — g niet vooi 
Laten wij onderstellen, dat — f niet voorkomt, zoodat —g wel vooi 
comt. Dan is het toch duidelijk, dat niettemin deze waarde — 
lergens in een der bovenstaande congruenties kan voorkomen, war 
Dijv. uit l+ae 2 =l + o 'Q aQ 2 = a'g zou voor a=—g volge 
n' = flff = — q 2 se — f, want fE= q 2 en g = q (mod A + B q) en de waard 
— f komt niet voor. Daar nu onder de voor x te nemen waarde 
:oowel — f als — g niet voorkwamen, zoo is hierdoor klaar, dat wei 
celijk de bovenstaande uitdrukkingen voor t, u en v juistzijn, wan 
leer de in de congruenties voorkomende getallen a, a', b , b\ c, c' oj 
die mogelijke wijzen uit de groepen a , o', a", ...,b,b', b", ..., c, c', c", ., 
jekozen worden. 

Voeren wij nu in plaats van a, b , enz. liever de getallen a — 1 + a j 
f=l+6 e, enz in, dan gaat bijv. a^ = a'g over in 

f>(a-l) = a'-l, 

>f in 

a' — £> a = 1 — q 

:n, evenzoo met de overige congruenties handelende, vinden wi 
let volgende: 

= som aantal oplossingen van 

a' — g a = 1 — q 

P'— eP==l — q (modA + Bg), 


a — q — g 

ft — gy~ 1 — q (mod A -f- B£>), 
y — g a = 1 — Q 


v = som aantal oplossingen van 
a — = l — Q 

p — g a l — g (mod A -)- B q). 

Y — qP=s1 — q. 


In het eerste lid dezer congruenties kan het teeken — overal door 
-j- vervangen worden, daar twee getallen X en —X steeds tot dezelfde 
klasse behooren. Doen wij dit, en vermenigvuldigen wij bovendien 
met het geheele getal 


P — 1 _ 3 n 
1 — e ~ 1 — g 


= n(l — q 2 ), 


dan volgt: 

t = som aantal oplossingen van 


a' q a 1 = 0 

ft' + ei? + 1^0 (mod A-|-Bp), 
y' 6 Y l == o 


u = som aantal oplossingen van 
a-j-p/5 + l= 0 

/S + e 7 + l = 0 (mod A + B q ), 
y —(— ^ a —J— 1 0 

a = som aantal oplossingen van 
a q y 1 = 0 

/?4-e a + ! = 0 (mod A 4- B q), 
y 4-f>/?4-l = o 


en wel komt men tot dit besluit in elk der drie onderstellingen, di€ 
men kan maken, namelijk dat n (1 — q 2 ) tot de klasse A, B of C be 
hoort. Dit is blijkbaar daaraan toe te schrijven, dat de bovenstaand< 
groepen van 3 congruenties zoodanig zijn, dat zij bij eene cyclisch< 
verwisseling van a, f}, y onveranderd blijven. 

Er zijn nu drie gevallen te onderscheiden. 


I. q behoort tot A, zoodat 


1 


A 4-Bo 


: sommen der aantallen oplossingen van de volgende congruenties 

u v to 

a -j - a' -j- 1 == 0, a -|- /? 1 = 0 , a -|- y -|- 1 = 0 , 

-|-1 = 0 , ^ 4 " y " i " 1 — 0 , = 

y+y' +1 = 0, y-f-a-l-1 — 0, + 

. er komt volgens art. 25, wanneer wij de daar voor het priemgetal 
-j- b q gevonden resultaten overdragen op den modulus A -j- B q met 
:n norm 3 n -f- 1 , 

u — h-\-k + j = » — 1 , 
v =j + 1 -f- k = n , 
w = k -\-j + 1 — n. 

r p ] 

Volgens art. 36 is in dit geval voor a = 0, = 1- 

II. q behoort tot B, zoodat —q. 

Dan zijn u, v, to de sommen der aantallen oplossingen van de 
>lgende congruenties 

u v to 

a -j- /? -f- 1 = 0 , a-j-y-|-l=50, a -(- —|— 1 E= 0 T . 

f} + y + l = 0, Z? + a + l==0, q./}'+ 1 - 0, 

y -j- a -|- 1 = 0 , y-f-^-f-1 — 0, y + / 4" 1 — 0 i 

er volgt 

u — n 
v = n 
to = n — 1. 

p I 

Volgens art 36 is in dit geval voor a= 0, qj^~ = 0 2 - 

III. q behoort tot C, zoodat ~ =Q 2 - 

In dit geval zijn w, v, to de sommen der aantallen oplossingen van 

U V to 

a-|-y4"l = 0, aa' 4“ 1 == 0, 

jS + a + l-O, fi + p + l = 0, /? + y + l=0, 

y 4-£4" 1 — 0, y4- y' + 1 = °> y4" a 4*i = o> 


u — n , 
v — n — 1, 
w = n. 

Volgens art. 36 is hier voor a = 0, 

Hiermede is nu alles bewezen, wat in art. 33 gezegd is omtreni 
den algemeenen vorm der criteria, waaraan men het voorkomer 
van een priemgetal in de drie klassen kan onderkennen. 

39. Wat de overige opmerkingen in art. 33 betreft, bedenke 
men, dat het onder 6 voorkomende onmiddellijk voIgt uit de beide 
formules 

1 — xy -\-{x-\-y — x y) q 

. : Q 




1 -j - x io 


1 + 2/e 


l-f ye' 

A -j- B q 


[a + b^ 


A —J- B q 


A + B e 2 


1 — x y + (x + y — x y) q 


1 — x y -|- (x + y — x y) g 

A-fB^ 


A + B g 2 


Uit de opmerking, dat voor 6 = 2 a het priemgetal (2, 5, 7, 11, ...' 
steeds tot de klasse A behoort, kan nog eene gevolgtrekking opge- 
maakt worden, die het goed schijnt hier te plaatsen. Daar namelijk 
wegens 

ip = 4 (a 2 — a b + 6») = (2 a — bf + 3 b°- 
3 niet tot de priemfactoren van 2 a — b behoort, zoo volgt, dat alk 
priemfactoren van 2 a — b cubische resten van p zijn en derhalve is 
2 a — b zeIf cubische rest van p. 


1 


\+VQ 


Q . 


. Q ! 



P 

a 4- bg 


40. Tot ditzelfde resultaat voert ook de volgende geheel verschil 
Iende beschouwing 

Zij p = 3 n -f-1 en laat z een volledig systeem congruente, niei 
door den modulus a -f- b g deelbare getallen doorloopen, dan volgt uii 

(^ + l)^ = g 6» + .., + 2 - ! t i 2n - 1 )---^ + 1 ) g .Sn + ,,, + 1 

1. Ct. O. • . , 

de congruentie 

2 ( z 3 _|_ 1)2« = _ 2_ 2n(2w—1) ••.(« + !) 

1. 2. 3. ... n 


(mod a -f- b q). 
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Maar aan den anderen kant vormen de getallen s z ,... alle cubisch 
sten van a -j- b q , elke rest 3 maal geschreven , en van de getalle 
3 1 behooren er dus 3 h tot de klasse A, 3 j tot B, 3 k tot C, dei 

ialve is ook 


2 (s 3 -|- l) 2n E5 3 h -f- 3 k g -f- (mod a -J- b q), 
if volgens de waarden van art. 28 


lus is 


2 (s 3 -}- l) 2w = a — b — 2 — b q , 


2 n(2n — 1) 
1. 2. 3. 


=8 — b —b q = 2 a — b 

. n 


(moda -{-be ), 


:oodat ook 


2a- 


2 n (2 n — 1)... (n + 1) 


(modp = 3 n + 1) 


~ 1. 2. 3. ... n 

s, welke merkwaardige congruentie het eerst door Jacobi in Crelle 
ournal, Bd. 2 gegeven werd, en waarvan het bewijs gewoonlijk u 
ormules afgeleid wordt, die in de theorie der cirkelverdeeling voo; 
comen. 

Schrijft men deze congruentie aldus 

(1. 2. 3. ... n) 2 (2 a — b) = — 1 . 2. 3. ... (2 n) (mod p) , 

;n bedenkt dat 

2 m 1' — n, 

2n + 2 = — (n — 1), 

2 n -|- 3 == — (n — 2), 


3 n=z — 1, 

;erwijl n even en 1. 2. 3. ... (3 n)== — 1 is, zoo volgt . 

(1. 2. 3. ... rif(2a — &)=1 (modjp), 
vaaruit onmiddellijk blijkt, dat 2 a — b cubische rest van p is, zooa 
reeds boven op geheel andere wijze werd aangetoond. Uit dit eers 
bewijs bleek bovendien, dat alle deelers van 2 a — b cubische reste 
zijn. 




X. 


(Haarlem, Arch. Nderl Sci. Soc. Holl., 18 , 1883 , 358 — 436 .) 
(traduction autorisee par l’auteur) 


Contribution a la theorie des residus cubiques et biquadratiques 

Le thdordme fondamental de la thdorie des rdsidus quadratiques 
la loi dite de reciprocity, est relatif au rapport rdciproque de deu; 
nombres premiers impairs, et dans une theorie complete le caracten 
du nombre 2, ’comme residu ou non-rdsidu quadratique d’un autr< 
nombre premier impair, doit done dtre determine separement. I 
ressort de lh que le nombre 2 occupe une place h part parmi tou: 
Ies nombres premiers. 

Les thdordmes par lesquels est determine le caractdre de 2 on 
etd dnonces pour la premiere fois par Fermat : ) et ddmontrds pa 
Lagrange 2 ). 11 convient de remarquer toutefois, que la demon 
stration de Lagrange s’appuie sur des considerations tout h fai 
semblables h celles par lesquelles, anterieurement, Euler 8 ) avai 
demontre les thdordmes, dgalement dnonces par Fermat, qui fixen 
le caractdre de 3 comme rdsidu ou non-rdsidu quadratique. L’insuccd: 
d’Euler dans tous ses efforts pour ddmontrer les thdordmes concer 
nant le caractdre de 2 (Voir Disq. Arithm., art. 120) est done d’autan 
plus surprenant. 

Un phdnomene entidrement analogue se prdsente dans la thdori* 

r^QirlllQ htnnarlrsifinii^c Tr*i IpmAn f- la rr£n£ir al** r\ f* 


ion .divisibles par 1-f i, et le caractere de ce nombre premier par 
iculier doit etre determine s6parement. 

Dans le mdmoire de Gauss: Theoria residuorum biquadraticorun 
:ommentatio secunda, oh les nombres complexes entiers de la form 
i + b i furent introduits pour la premiere fois dans la thdorie de 
tombres, le caractere biquadratique de 1-j-i est determine compie 
ement. La demonstration y est de nature purement arithmdtiqu 
;t s’appuie essentiellement sur le thdordme de l’art. 71, theorem 
tnalogue au lemme formant la base tant de la troisteme que de 1: 
unqui&me demonstration de Gauss pour la loi de reciprocity dan 
a thdorie des rdsidus quadratiques (Theorematis arithmetici demon 
itratio nova. Werke, II, p. 1, et Theorematis fundamental^ i 
loctrina de residuis quadraticis demonstrationes et ampliationes nova? 
Werke, II, p. 47). 

Comme on le sait, le troisteme rndmoire, dans lequel Gauss s’dtai 
jroposd de donner la demonstration de la loi generate de reciprocity 
iejh enoncee dans son second rndmoire sur cette theorie, n’a jamai 
aaru. 

Les deux premieres demonstrations publtees de ce theorem 
bndamental sont celles d’Eisenstein, dans le tome 28 du Joxime 
tlr Mathematik de Crelle, p. 53 et 223. Dans le premier article 
Lois de reciprocity, il n’a pas traite du caractere de 1 -\-i, mai 
xien dans le second article: Einfacher Beweis und Verallgemeinerun 
les Fundamentaltheorems fur die biquadratischen Reste. Eisenstei 
ait usage, dans l’etablissement du caractere de 1 + i, de la lc 
yendrale de reciprocity demontree anterieurement, ce qui en tou 
:as parait peu etegant, vu que le passage du simple au compos 
lemande necessairement que le caractere de 1 -(- i soit deduit d’un 
a<jon entterement independante du thdoreme fondamental. 

La mfeme remarque est plus ou moins applicable h toutes les autre 
rndthodes qui ont 6t6 employees posterieurement pour traiter 1 
dteorie des residus biquadratiques; la marche suivie par Gauss pou 
iemontrer le caractere de 1-|-* est, & mon avis, la seule qui puiss 
^tre dite purement arithmetique et comptetement independante d 
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rapport, aux conditions qui devront £tre imposdes h. tout develop 
pement mdthodique de la thdorie des rdsidus biquadratiques, prise 
dans son ensemble. 

Des remarques tout k fait analogues peuvent £tre faites au suje 
de la thdorie des rdsidus cubiques. La premiere demonstration d( 
la loi de r£ciprocit6 dans cette thdorie — loi dnoncde par Jacobi — 
est celle d’Eisenstein, publide dans le tome 27 du Journal ftti 
Mathematik de Crelle, p. 289. La determination particulidre di 
caractCe de 1 — p, ou q est une racine cubique complexe d< 
l’unite, n’a etd donnde par Eisenstein que plus tard, dans le tome 
28, p. 28 et suiv. du mfeme journal. Pour cette determination i 
fait encore usage de la loi gdnerale de rdciprocite, et je ne sache 
pas qu’on ait donnd jusqu’ici un mode de deduction du caractfcre 
cubique de 1 — p dont la m£me chose ne puisse &tre dite. 

Comme il est k ddsirer toutefois, qu’on possfede une demonstratior 
du caractCe de 1 + i et de 1 — q enticement inddpendante de h 
loi gendrale de rdciprocite, il y aura peut-£tre quelque intdret i 
faire voir comment tous ces theordmes relatifs aux nombres pre 
miers 2, 1 -f i et 1 — q, thdoremes necessaires pour completer les loh 
de rdciprocite, peuvent £tre ddmontres suivant une rndthode uniforme 

Le principe de cette rndthode consiste a remplacer le nombrf 
premier, dont il s’agit de determiner le caractdre, par un produii 
congruent de facteurs. On determine alors le caractCe de ces facteun 
par des considerations tout k fait analogues k celles dont Gauss s’esi 
servi dans les art 15—20 de son premier rndmoire sur la thdorif 
des residus biquadratiques (Werke, II, p. 78—87). Gauss n’y £ 
en vue que les nombres rdels, et 1’objet de son memoire est h 
determination du caractCe de 2 dans la thdorie rdelle. Mais j’a 
reconnu que tous les raisonnements de Gauss se laissent reproduirt 
aussi, presque sans changement, dans la thdorie des nombres com 
plexes, et la determination du caractdre biquadratique de 1 -f~ 
s obtient alors immediatement au moyen d’une consideration trd: 
simple, suivant laquelle 1 —f- i est congru k un produit dont or 
connalt le caractCe des facteurs. 


les recherches du premier mdmoire de Gauss, la determination d 
;aractdre de 1 -f- i par rapport 4 un nombre premier de la form 
% -f- b i (oil b n’est pas dgal & zdro) n’offre plus aucune difficult^ 
Line mdthode entidrement analogue peut d’ailleurs dtre employd 
ians le cas oil le module est un nombre premier rdel de la form 
i n + 3. Bien que ce dernier cas permette une demonstration beaucou 
plus simple (Voir, par ex., Gauss. Werke, II, art. 68), j’ai cru devoi 
e traiter de la mdme manidre que les autres cas, pour faire ressorti 
:jue la mdthode en question suffit it etablir l’ensemble des thdordmei 

Aprds avoir effectud la determination du caractdre biquadratiqu 
ie l + », je ddmontre, it l’aide des developpements antdrieurs, tou 
es thdordmes que Gauss a trouvds par induction et dnoncds dan 
’art. 28 de la Theoria residuorum biquadraticorum commentate 
>ecunda. Si je ne me trompe, cette demonstration est donnde ic 
aour la premidre fois 1 ). Elle est entidrement fondde sur la thdori 
les nombres complexes, thdorie qui joue done ici un r6le puremen 
luxiliaire, les thdordmes eux-mdmes ayant seulement rapport it de 
lombres rdels. Outre la loi de rdciprocitd dans la thdorie des rdsidu 
liquadratiques, la demonstration complete exigeait encore les con 
iiddrations des art. 19—21. 

Je vais maintenant commencer par ddduire le caractdre de 2 dan 
a thdorie des 

R&3IDUS QUADRATIQUES. 

1 . Soit p un nombre premier impair, les nombres 

1, 2, 3, •■., p 1 

eront alors divisds en deux groupes. Dans le premier groupe 

A a, a', a", ... 

ont rapportds tous les rdsidus quadratiques, dans le second groups 

B ft ft, ft', • • • 

ous les non-residus, pour le module p. Chacun des groupes A e 


!) Une partie de ces theoremes a 6t6 demontree par M. Lebesgue, dans le Journal d 
.iouvilie, t. 4, p. 51, 52, remarque 1°, 


nomores mcongrus par icippuit ctu 


B se compose de — 2 ~~ 
et il est facile de voir que les deux congruences 


(x — a){x — «') (x — a "). . . ~ X 


p-1 

2 . 


(modp) 


sont des congruences identiques; car el les sont de degrd moins 61ev6 
^ toutes les deux poss&dent manifestement ^ ^ 


que la 


'v- 


et 


racines, k savoir, la premiere les racines x — a, x = a', x = a", ... , 
la seconde les racines x = ($, x—fi', x = /?", ... 

En ajoutant l’unitd aux nombres de A et de B, on obtient les grou- 
pes de nombres suivants 


A 1 a -j-1, a 1 -j- 1, a" -(- 1, . . . 

b' /j+i, p+1, r + i, 


Le nombre des nombres du groupe A' qui font partie de A et de 
B sera designd respectivement par (0.0), (0.1), et le nombre des nom¬ 
bres de B' qui entrent dans A et B respectivement par (1.0), (1.1). 

Ces quatre nombres peuvent dtre rdunis dans le tableau S suivant 

(0.0) (0.1) 

( 1 . 0 ) ( 1 . 1 ). 

Comme les nombres premiers des formes p — 4 n -}- 1 et p — 4 n -f- 3 
se component d’une manure diffdrente, ces deux cas doivent Otre 
traites separdment. Commencons par le premier. 


2 . Pour p = 4n -)-1 le nombre —1 est rdsidu quadratiquc, de 
sorte que les nombres a et p — a entrent simultandment dans A. De 
m&me, les nombres /? et p — entrent simultandment dans B. 

Or (0.0) est dvidemment dgal au nombre de solutions de la con¬ 
gruence 

a + l = a' (mod p ), 

oil a et a' doivent dtre choisis dans le groupe A; et comme on a 
a '—V a", on peut dire aussi que (0.0) reprdsente le nombre de 
solutions de la congruence 

a 4- a" 4-1 = 0 (mod mV 
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En 

raisonnant de 

la m£me manure par rapport 

(0.1), 

(1.0), (1.1), on reconnait que le 


signe 

represente le nombre des solutions de 


(0.0) 

a + a' -f- 1 == 0 


(0.1) 

(1.0) 

CL -j— {3 -|— 1 EEE 0 / A \ 


(1.1) 

/s + /s'+i = o 


11 en ressort imm^diatement 


( 0 . 1 ) = ( 1 . 0 ), 

une seconde relalion entre les nombres du schema S est fournie pa 
la consideration suivante. A chaque nombre p du groupe B corres 
pond, dans ce m&me groupe, un nombre d6termin£ unique p", te 
qu’on a 

p P" = 1 (modp), 

2 t en outre, p' p" est alors congru k un nombre a du groupe A 
La multiplication de la congruence 


/? + /?' +1 = 0 

par p" donne done 

i+«+r=o, 


;t en multipliant cette dernifere congruence par p on retrouve h 
jremi&re. De Ik se ddduit imm^diatement (1.1) = (0.1), de sorte qu( 
e schdma S a la forme 

hj 

j h 

Or, dans le groupe A se trouve le nombre p — 1, et par consd- 
[uent dans A' le nombre p, qui n’entre ni dans A ni dans B. Maij 
ous les autres nombres de A' et de B' font partie soit de A, soit de B 
II en r6sulte 


v — 1 


uuut 



La congruence identique 

p — i 

(,X — P) (x — /?') (a? — P ")... = x 2 +1 (mod p) 

. . . • P — 1 

donne maintenant pour x = — 1, puisque — est P air » 

(P + l)(/» , + l)(/? ,, + l)... = 2 (mod p). 

Le nombre des non-rdsidus par mi les nombres /?-f-J, /?'-f-l, 1,.. 

est (l.l)=j=^=l- 
Si done j est pair, ou 

p = 8n -j- 1, 

2 est residu quadratique de p. 

Si, au contraire j est impair, ou 

p = 8w + 5» 

2 est non-residu de p. 

3. Pour p = 4 n -j- 3 Ie nombre — 1 est non-rdsidu , et le groupe E 
est identique au groupe des nombres p — a, p — a', p — a", ... 

Le signe (0.0) represente alors le nombre des solutions de la con¬ 
gruence a-fl — a (mod p) ou aussi, puisque a'=p — p, le nombre 
des solutions de a -|- p -J- l = o. 

On voit ainsi que le 

signe represente le nombre des solutions de 
(0.0) <* + £+1 = 0 

(0.1) a + «' + l = 0 (modp), 

(1.0) p + p' + l = 0 

(!•!) P + a -|- 1 — 0 

de sorte que (0.0) = (1.1). Si, en outre, on a de nouveau p p" = 1 
p’P"~a, la congruence £ + £' + 1=0, dtant multiplide par donne 
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1 ’oii rdsulte, d’une manfere analogue celle indiqu^e dans le ca 
)rec4dent, la relation (1.0) =(0.0). Le schema S a done pourp = 4 w+ 
a forme 

h j 
h h. 


Comme le nombre p — 1 entre dans le groupe B, et par cons^quer 
i dans B', mais que d’ailleurs tous les autres nombres de A' et d 
3' entrent soit dans A, soit dans B, on trouve 


h+j = 


P — 1 




■ P — 3 • P + 1 


Dans la congruence identique 


(x — a) (x — a 1 ) (x — a"). ..:z:x § — 1 (mod p) 


P — 1 


1 r6sulte pour x = — 1, vu que — est impair, 


(a -f 1) (a’ + 1) (a" + 1 )... ~ 2 (mod p), 


;t le nombre des non-residus, parmiles nombres a 1, a' -f- 1, a" 1,.. 


st (0.1) =j 


,•_? + + 


Si Ton a done j pair, ou 


p = 8w-f- 7, 


5 est r£sidu quadratique de p. 

Si, au contraire, j est impair, ou 


4. Le nombre premier impair (c est-ct-dire non divisible par 1 -j- i 
m — a-\-bi sera toujours suppose primairej ce mot btant pris dan 
l’acception qui lui est donnbe par Gauss, de sorte qne a — 1 et b 
suivant le module 4, soient ou bien to us les deux =0, ou bien tou: 
les deux = 2. 

On sait que, dans la thborie des nombres complexes entiers d< 
la forme a-f-H, les nombres premiers se composent: 

premibrement, des nombres premiers rbels q de la forme 4 r + 3 
nombres qui doivent btre pris nbgativement pour btre primaires j 

secondement, des facteurs premiers complexes des nombres pre 
miers rbels de la forme 4 n -f- 1. Ces nombres premiers complexe: 
sont de la forme a-\-bi, ou b n’est pas bgal k zbro, et devienneni 
primaires lorsqu’on les multiplie par l’une des quatres unites 1, i 
— 1, —i, convenablement choisie. Ils peuvent it leur tour btre dis 
tingues en deux espbces, suivant que, lorsque a -\-b i est primaire 
a — 1 et b sont tons les deux divisibles par 4, ou tous les deux le 
double d’un nombre impair. 

D’aprbs cela, je partage les nombres premiers primaires en ces 
trois classes: 

I. Les nombres premiers rbels q de la forme 4r + 3, pris nbga- 
tivement. 

II. Les nombres premiers complexes de la forme 4r-pl-|-4si 

III. Les nombres premiers complexes de la forme 

Le nombre premier (dans la theorie complexe) sera toujours db- 
sign6 ici par M, la norme de M par fi. En outre, p represented 
toujours un nombre premier rbel (positif) de la forme 4r-j-l, q un 
nombre premier reel (positif) de la forme 4 r -f- 3. Pour les nombres 
premiers de la premibre espbce, on a done M = — q, f* = q 2 , pour 
:eux de la deuxibme et de la troisibme espbce fx~p. 

Je remarquerai encore que pour les deux espbces I et II la norme 
% est de la forme 8r-pl» et pour III de la forme 8r-f-5. Cette 
urConstance fait que les deux premibres espbees de nombres pre¬ 
miers peuvent, jusqu’k un certain point, btre traitbes conjointement. 


itre dgal, aux trois classes de nombres premiers. 


5 . Soient done M le nombre premier, /x la norme. Un system' 
:omplet de nombres incongrus et non divisibles par le module S' 
:ompose de /x — 1 nombres qui, suivant leur caractdre biquadratiqu 
tar rapport it M, peuvent dtre distribuds en quatre classes, com 

irenant chacune ^— 7 -- nombres 
4 

A a , a 1 , a", . .. 

B /?, /?', 

C y, y\ 

D d, d",... 

Dans la premidre classe A sont rangds tous les nombres a, a', a 
. caractdre biquadratique 0, dans les groupes B, 0, D les nombre 
. caractdre biquadratique 1 , 2 , 8 . 

Disons encore, par surcroit, que le caractdre biquadratique es 
>ris ici dans le sens adoptd par Gauss, de sorte que les nombre 
les quatre classes sont caractdrisds par les congruences 

p —1 p — i p—i h -1 

a 4 ~1, fi * ==i, y * ~ —1, 6 4 ~ — i (mod M). 

Pour plus de commoditd, je me servirai toutefois aussi du symbol 
ntroduit par Jacobi, et pourrai done dcrire 



Notons enfin, une fois pour toutes, que dans la suite toutes le 
ongruences auront rapport au module premier M, tant qu’un autr 
nodule ne sera pas expressdment indiqud. 

Je donne ici un exemple de la distribution des rdsidus (mod M), ; 
’exception du rdsidu 0, dans les quatre classes A, B, C, D, pou 
:hacune des trois espdees de nombre premiers qui ont dtd distin 
;udes dans le n° 4. 

M = — 7, /* = 49. 

LI, -2, —3, —1, 2, 3, 

Si, i, — 2i, —Si, — i, 2 i. 




JJe meme qu au r 1, on se convainc immediatement de 1 identit 
ies congruences suivantes 


v-i 


ix 


v-~ i 


-.X * — % 


ft —1 


(mod M), 


ix 


+ 1 


(x — a) (x — a') (x — a").. . 

(x — p)(x — F){x — £")••• 

(x— y)(x — y')(x — y")... 

(x — S)(x — S’) (x — 5 ")... 

1’oii il suit pour x = — 1, en distinguant les cas fi = 8 n -f- 1 f 
, = 8« + 5 




■x 


+ * 


fx = Sn \ + + + = 

(y + i)(y' + i)(y" + i)... = 2 

(i + i)(i' + i)(i» + i)... = i + < 

/* = 8 « + 5 (a -f 1) (a 1 + l)(a" -f 1)... = 2 ( mod M )- 

(^ + l)(/S' + l)(r + l)... = l + i 

(a + l)(*' + l)(*" + l)... = l-t 


6. Consid6rons maintenant les nouveaux groupes de nombre 
l 7 , B', C' et D' qui rdsultent de l’addition de l’unitd aux nombre 
le A, B, C et D 

A' a + 1, a'+l, a" + l, ... 

b ; /j+i. /?'+!, r+i,... 

D' <5 + l’ <5'+ 1, <5" + l’... 

l6signons le nombre des nombres de A' qui sont congrus k de 
lombres de A, B, C, D respectivement par 

(0.0), (0.1), (0.2), (0.3); 

:t le nombre des nombres de B' qui sont congrus k des nombre 
le A, B, C, D respectivement par 

(1.0), (1.1), (1.2), (1.3). 

De m6me, les nombres 

( 2 . 0 ), ( 2 . 1 ), ( 2 . 2 ), ( 2 . 8 ) 

.uront rapport au groupe C', et 

(3.0), (3.1), (3.2), (3.3) 


tableau quadratique S suivant 

(0.0) (0.1) (0.2) (0.3) 

(1.0) (1.1) (1.2) (1.3) 

(2.0) (2.1) (2.2) (2.3) 

(3.0) (3.1) (3.2) (3.3) 

et pour les exemples donnds au n° 5, j’obtiens 

M = — 7, ^ = 49. M = — 3 — 8t, (* = 73. M = — 5 + 6i, ju = 6 
5222 5642 4326 

2244 6255 3363 

2424 4545 4343 

2442 2556 36 3 3 

D’aprds les congruences du numdro prdcddent, on a 
pour fx = 8 n -f- l 

(a + l)(i' + l) (<5" + l)...-l + i 
et pour ju = 8 n + 5 

(/? + l)(/?' + l)(+ + l)... = l+*. 

Or, le nombres des nombres de 

<5 + 1, <5'+l, <5" + 1, . . . 

qui appartiennent respectivement aux classes A, B, C, D, dtant (3.0; 

(3.1), (3.2), (3.3), il s’ensuit immddiatement que pour /* = 8» + l l 
caractdre biquadratique de 1 + 1 , suivant le module 4, sera congru i 

(3.1) + 2 (3.2) + 3 (3.3) 

t de m&me, dans le cas de ,u = 8?i + 5, congru k 

(1.1) + 2 (1.2)+ 3 (1.3). 

Dds que les nombres (0.0), (0.1), ... seront ddterminds, le carac 
tdre biquadratique de 1 + i sera done aussi immddiatement connu 
11 s’agit done, dtant donnd le nombre premier primaire M = a + 6t 
i en ddduire directement les nombres du tableau S. Les considdra 
tions ndeessaires k cet effet sont essentiellement les mdmes que celle: 
ddveloppdes par Gauss dans les art. 16—20 de la Theoria residu 
orum biquadraticorum rommonbtin nrimo 


nais il est facile de voir que ce qu’il y donne est dans un dtro: 
apport avec la question dont nous nous occupons en ce momen 
Pour avoir sous les yeux le ddveloppement complet, il sera n^ 
:essaire de reproduire ici l’argumentation de Gauss, avec les ldg&re 
nodifications r^clanfees par la difference des sujets. 

Il faut remarquer, & cet 6gard, que pour un nombre premie 
1 = — q appartenant & la premiere classe du n° 4, il n’existe, dans 1 
hdorie r£elle de Gauss, rien d’analogue b ce qui sera exposd i< 
Ians la thdorie des nombres complexes entiers. 

Pour ce qui va suivre, il est n^cessaire de traiter s6par6ment 1 
:as oil la norme /u est de la forme 8 n -p 1 et celui oil elle est d 
a forme 8» -p 5. Je commence par le premier dans leqiiel le nombr 
iremier M appartient done k 1’une des deux premieres classes d 
1° i, 

ft —1 

7. Pour ^ = 8w-f-l,ona(— 1) 4 = -p 1, de sorte que — 1 es 
£sidu biquadratique de M et fait partie de la classe A, ou it pre 
trement parler, est congru suivant le module M k un nombr 
le A. Mais, dans ce genre de considerations, il est permis, attend 
[ue les nombres congrus entre eux peuvent se remplacer, de le 
egarder comme 6gaux, et pour la commodity je ferai usage de cett 
bservation, dont il ne pourra r6sulter aucune obscuritd. 

Le caracfere biquadratique de — 1 £tant done 6gal k z€ro , il s’er 
uit que lorsque a, /?, y, 8 appartiennent respectivement aux classe 
l, B, C, D, les nombres —a, —/?, — y, —<5 entrent aussi dans ce 
n£mes classes, —a dans A, —/? dans B, —y dans C et — 8 dans I 
Or, le nombre (0.0) est dvidemment 6gal au nombre des solution 
le la congruence 

a + 1 = a' (mod M), 

'ii a et a' sont cl prendre arbitrairement dans le groupe A; mais 
omme cl chaque nombre a' correspond un nombre a"=p — a’, c 
ombre de solutions est le nfeme que celui de la congruence 

a -P a" -P 1 = 0 (mod M), 
il a et a" doivent 6galement 6tre pris dans A. 


En raisonnant exactement ae m mcmc u«mxv^ 


)res (0.1), (0.2), etc., on 

trouve que le 

signe 

represente le nombre des solutions de 

(0.0) 

a _|_ a ' + 1 = 0 

(0.1) 

a + y3 +1 = 0 

(0.2) 

a + y +1 = 0 

(0.3) 

a-\-6 +1 = 0 

(1.0) 

/? + a +1 = 0 

(1.1) 

£ + /*' + i = o 

(1.2) 

/? + r +i = o 

(1.3) 


(2.0) 

y + a + 1 = 0 

(2.1) 

y + y3 +1 = 0 

(2.2) 

y + y' 4" 1 = 0 

(2.3) 

y-j-3 +1 = 0 

(3.0) 

<5 + a +1 = 0 

(3.1) 

d + /8 +1=0 

(3.2) 

<5 + y +1 = 0 

(3.3) 

3 + <5' + 1 = 0 

11 en resulte done immediatement ces six relations 


(0.1) = (1.0), (0.2) = (2.0), (0.3) = (3.0), 

(1.2) = (2.1), (1.3) = (3.1), 

(2.3) = (3.2). 

Cinq autres relations entre les nombres (0.0), (0.1), etc. s’obtiennen 
par la consideration suivante. Si a, /?, y sont des nombres de A, B 
0, et qu’on determine x, y, z de telle sorte qu’on ait 
aa3 = l, fiy== 1, y« = 1 (modM), 

x appartient evidemment k la classe A,ykD,«2iC, de sorte qu’oi 
peut ecrire 

aa'=l, yS<5 = l, yy'~l. 

Si l’on multiplie maintenant, en considdrant une solution d6ter 
minee de a+/?+1 =0, cette congruence par <5, on obtient <3' —}— 1 -}— <5==C 
oil 3' = a<3 appartient D. Rdciproquement <5' + l + (5:=0, multiplie' 
par /?, donne de nouveau a 4-/? +1 = 0. II ressort de let que les deu; 
congruences 

a + y3 + l = 0 et d + d' + 1 = 0 

Ont Ip mAmp nnmKrp CAlnfir\«n /A 1 \ /O O \ 
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Exactement de la mfeme manure, on a 

/(« + y + i)-/ ; + i +y', 
fi (a + i + l) = P +1 + /?, 

<5 0» + y + l) = l +/5' + «5, 

Y'(P + Y + l)?=-d +1 + y‘, 

I’ob Ton conclut pareillement 

(0.2) = (2.2), (0.3) = (1.1), (1.2) = (1.3) = (2.3). 

En tout, il existe done onze relations entre les seize nombres di 
;ch6ma S, et ces nombres sont ainsi ramen^s & cinq, diffdrents entr 
;ux, qui seront d£sign£s par h, j, k, l, m. Le schdma S prend alor 
:ette forme 

h j k l 
j l m m 
k m k m 
* l m m j 

8. Le nombre —1 entre dans A, et correspond done au nombr 
) de A'. Ce nombre 0 de A' ne se trouve dans aucune des classe 
A, B, C, D, mais tout autre nombre de A' entre 6videmment dan 

’un des groupes A, B, C ou D. Comme /jl = 8 n -f-1, —2n,o 

i done 

(0.0) + (0.1) + (0.2) + (0.3) = 2 n — 1. 

Tous les nombres de B', C', D' font partie d’une des classes A, E 
3, D, de sorte qu’on a 

(1.0) + (1.1) + (1.2) + (1.3) = 2 n, 

(2.0) + (2.1) + (2.2) 4- (2.3) = 2 n, 

(3.0) 4- (3.1) 4- (3.2) + (3.3) = 2 n. 

Ces quatre Equations se r^duisent aux trois relations suivante 
;ntre h , j, k, l et m 

7. I J I 7* I 7 _ O 1 



congruence 


a +£ + }' + 1 == 0 ( m0< * 7 

cil a, /?, y doivent 6tre choisis de toutes les manures possibles dan 
les classes A, B, C. 

Si 1’on prend d’abord pour a successivement tous les nombres d 
k, il arrive respectivement h, k, l fois que a -f-1 appartienne 
k, B, C, D, et le cas unique de a-j-1^0 peut 6tre ndgligd, vu qu 
a congruence f}-\-y = 0 n’admet aucune solution. 

Pour chacune des h valeurs qui rendent a 4-l^a 0 , /? et y doiven 
dors £tre choisis de facon qu’on ait 

a o + P + 7 = 0 . 

Le nombre des solutions de cette congruence (pour une valeu 
ionn6e de a 0 ) est 6gal k m, comme on le reconnatt immddiatement ei 
a multipliant par a' Q , ce qui la transforme, k cause de a 0 a' 0 =s 1 (mod M) 
;n 

l+/?'4-y' = 0. 

Comme ce raisonnement est applicable h chacune des h valeur; 
jui font que a -f-1 appartient de nouveau h A, on obtient de cett< 
nani&re h m solutions de la congruence 

1 a p y ~ 0. 

II arrive ensuite j fois que a -j- 1 appartienne k B, et pour chaque 
valeur ddterminde a + l = ^ 0 la congruence 

£0 + Z 3 + 7 = 0 

l le mferae nombre de solutions que celle-ci 

l + a + /J'==0, 

e nombre est done 6gal h j. Cela ressort immddiatement de 

(A> ■+■ /* + y) = i + a -j - /?', 

orsque £ 0 «5 0 = 1. 

Ces valeurs de a, qui font appartenir a+lkB, donnent done en 
out jj solutions de la congruence considdrde. 

Pour a+l = y 0 , ce qui arrive k fois, la congruence 

y 0 + P + y^O 


y'o{yo-\-P + y) = l + d + a. 

Les valeurs de a qui font appartenir a -f- 1 k C fournissent dom 
:n tout kl solutions. 

A-t-on enfin ce qui arrive l fois, alors la congruenc< 

+ P + 7 = 0 

l , en raison de 

Po + Z 5 + y) = 1 + 7 + <5 > 

n solutions, et ces valeurs de a donnent done l m solutions. 

Le nombre total des solutions de la congruence 
a + /5 + y + l = 0 (mod M) 

:st done 

h m -\-jj 4 -kl-\-lm. 

Mais ce nombre peut encore 6tre calculd d’une autre manure 
5i Ton prend pour /? successivement tous les nombres de B, il arrivi 
, l, m, m fois que p -j - 1 appartienne aux groupes A, B, C, D. Or 
jour chacun de ces quatre nombres, on trouve qu’il y a respecti 
rement k, m, k, m solutions de la congruence donnde, de sorte qu> 
e nombre total des solutions est 

jk-\-lm-\-mk-\-mm. 

10. En dgalant entre elles ces deux expressions du nombre de 
;olutions de a-f-/? + y+ l = 0, on a 

0 = hm -fjj -|- kl — jk — km — mm, 

)u, si Ton dlimine h & l’aide de la valeur h = 2m — k — 1, qu 
;e d£duit facilement des Equations obtenues dans le n° 8 entre h, j 
e, l, m, 

0 = (k — mf-\-jj-\-kl — jk — kk — m. 

D’aprfes les relations du n° 8, on a 

it cette valeur dtant substitute dans jj-\-kl—jk — kk, cette expres 
»ion devient dgale k \ (l — jf, de sorte que 1’dquation prdc&iente 
ipr£s multiplication par 4, se transforme en 

0 = 4 (k — mf + (l —jf — 4 m ; 


nais on a 


4 wi = 2 (k 4- m) — 2 (A — w) = 2 n — 2 (ft — m). 


>ar consequent 

2 n = 4 (A — mf -f 2 (A: — m) + (i — ih 

)u bien „ , , 

fi = 8 w + 1 = [4 (A: — m) -f-1]^ -f- 4 (Z j/>, 


;t, en posant 
1 vient done 


4 (&— w)-f- 1 = A, 2(1 j) — B, 
M = A 2 + B 2 . 


Dans cette equation on a A = 1 (mod 4 ), et B pair. 

II est maintenant facile d’exprimer h, j, k, l, m en A et B, ce qu 


ionne 

8 "h —- 4 n — S A 5 5 

8 j = 4 n + A — 2B — 1, 

8 A = 4»-fA — 1, 

8 1 :=== 4 n 4~ A 4* 2 B 1 9 
8m = in —A4*l- 

Jusqu’ici nous avons seulement suppose que la norme n avait h 
forme 8«4-l; mais, pour la determination ultdrieure de A et B, i 
faut maintenant traiter separdment les cas I et II du n° 4. 


11 . Soit done, en premier lieu 

M = — q = — (4 r 4“- 3). 

Dans ce cas, on a 

/tt = M 2 = g 2 

et par consequent 

g 2 = A 2 + B 2 . 

Le nombre q etant un nombre premier de la forme 4 r 4- 3, oi 
sait que g 2 ne peut £tre represente que d une seule manure comm< 
la somme de deux carres, savoir, en prenant ± 2 pour la base di 
carre impair, et pour la base de l’autre carrd 0 ; effectivement, s 
aucun des deux nombres A et B n’dtait dgal k zdro ou divisible pa 
q, on pourrait determiner un nombre a?, different de zero, de tell< 
sorte que 

A x = B (mod g). 

Mais de g 2 = A 2 + B 2 , il suit 

A 2 ~ — B 2 fmod a) 


A' 2 x 2 B 2 (mod q), 
par consequent on aurait 

— 1 (mod q). 

Or, cette dernibre congruence est impossible, parce que — 1 e 
non-rdsidu quadratique de q. 

De = A 2 -f- B 2 il suit done n6cessairement 

A = ±g, B = 0, 

et cotnme A = 1 (mod 4), le signe de A se trouve compl&tement d< 
termind et on a 

A = — q = M. 

A et B dtant ainsi trouvds, on a finalement 

8 h = in — SM — 5, 

8 j =4 w-f- M —1, 

8k =4 n+ M — 1, 

81 =4 »+ M — 1, 

8m — in — M + 1, 

ib 8 n -f-1 = M 2 . 

Par ces formules, la ddpendance entre les nombres du tablea 
3 et le nombre premier M est done exprimde de la manidre la plu 
:itnple, dans le cas oil M appartient it la premiere classe du n° i 

12 . Si, en second lieu, on suppose M=a+&*j oi* ®—l = 6 s ^0 (mod 4 

;t oil la norme /x = a 2 -j- & 2 est un nombre premier rdel, on a don 

jU = a 2 + & 2 = A 2 + B 2 

Or, un nombre premier de la forme 4 k -(- 1 ne peut dtre repr^ 
entd que d’une seule manidre par la somme de deux carr£s, e 
:omme a et A sont tous les deux == 1 (mod 4), il s’ensuit A = a, B = +l 
Le signe de B est determine par les considerations suivantes, qr 
lemandent la demonstration prealable de cette proposition auxiliaire 
Lorsque z parcourt un systdme complet de residus (mod M), k l’ex 
eption du terme divisible par M, on a 

— 1 ou =0 (modM), 
uivant que t est divisible ou non par n — 1. 


divisible par g .— 1, on a z*==l, done 2,s < == / w— 1 — — 1 (modM). 

Pour demontrer aussi la seconde partie, soit g une racine primi 
tive pour le nombre premier M, de sorte que les valeurs parcourue 
par s soient congrues It 

9°, 9\ 9\ 9 s , 9 p - 2 . 

II en resulte 

2 s* =1 -\-g t -\-g 2t + . •. (modM), 

ou 

(1 — g*) 'Lz 1 = 1 — gw-vt = o (modM). 

Or, si t n'est pas divisible par g—1, 1 — g l n’est pas divisibb 
par M, et on a par consequent 2^ = 0 c. q. f. d. 

Cette proposition auxiliaire est evidemment valable pour un nombr< 
premier M quelconque. 

D’apr^s le developpement binomial, on a maintenant 

f» —i ti —i 

(^+ 1 ) * 2 +-.. + 1 , 

d ou il suit, lorsque le signe 2 se rapporte aux mfemes valeurs de 
z que tout & 1’heure, 

i 

2 { z% +1) 4 = — 1 (mod M). 

Mais, dun autre c6td, les nombres z 2 , dans leur ensemble, for- 
nent evidemment tous les nombres des groupes A et C, chacun de 
.es nombres dtant pris deux fois. Des nombres 



2* -f 1 


done 


2 (0.0) 4-2 (2.0) 

qui appartiennent 

ci A, 

2 (0.1) -f 2 (2.1) 

» n 

» B, 

2 (0.2) -f 2 (2.2) 

n » 

„ c, 

2 (0.3) -f 2 (2.3) 

» » 

» d), 


t comme les puissances ~~ des nombres de A, B, C, D sont 
espectivement congrues a 1, f, — l, _ i, on a done 

A* —1 

2(^ + 1) 4 = 2 [(0.0) -{- (2.0) — (0.2) — (2.2)] -f- 

+ 2i [(0.1) + (2.1) -(0.3) -(2.3)] 

= 2 (A-*)+ 2 i(j-l). 


» —1 

2(^ + 1) 4 = — a -1—Bi. 
De la comparaison avec le premier rdsultat, 


il suit 
done 


2( ;? 2_|_ 1 )'Y = _i, 

a -f- B i = 0 (mod M = a -f b i ), 

B = 6. 


Par lei, les valeurs de h, j, k, l, m du n° 10 se transforment f 
lement en 

8 h = 4 n — 8a — 5, 

8 j =4 « -f- a — 2 b — 1, 

8 k — 4n + a — 1, 

81 = 4n + a + 2b —1, 

8m = 4n — a 1, 

oil 8 n -f-1 = a 2 -f- i> 2 est done la norme du nombre premier M. 


13. Apr&s avoir traitd les deux cas dans lesquels p = 8 n + 1 
faut maintenant considdrer le cas n = 8 n + 5. 

Puisque - ^ est alors impair, —1 appartient au groupe C, 
comme il est facile de le voir, les nombres 


P a i P a 'i p — a",... 


appartiennent tous k C, tandis que 

P — 1 5, P — P’i P — 
appartiennent tous k D. 

Moyennant ces remarques, on reconnalt sans peine que le 


signe repr^sente le nombre des solut 

(0.0) 

a -j- y -j- 1 = 0 

(0.1) 

a + S -f- 1 = 0 

(0.2) 

o 

III 

+ 

+ 

( 0 . 3 ) 

a + -f 1 = 0 

(1.0) 

P + 7 +1 = 0 

(1.1) 

p + 6 4-1 = 0 

(1.2) 

P + a -j- 1 = 0 

(1.31 

/J-M'+1 = Q 


(mod M), 


(mod M), 


(2.1) r + ^ -f-l = 0 

(2-2) y + a + 1 = 0 

(2-3) y -J- p -|- 1 = 0 

(3.0) <3 + y +1 = 0 

(3.1) i + «J'+i = 0 - 

(3.2) (5 + a +1 = 0 

(3.3) <3 +/? +1=0, 

:oulent les six relations 

(0.0) = (2.2), (0.1) = (3.2), (0.3) = (1.2), 

(1.0) =(2.3), (1.1) = ( 3 .3), 

(2.1) = (3.0). 

e, de m6me que pr£cddemment, a a' = /? 8 ~ y y' eh 1 , on a 

7'( a + J' + l) = y" + l + y', 

P (a + (5 + 1) = + + 1 -\-p, 
d (« + /? + l)~d' +1 + (5 ; 

5 (/# + 7 + 1 ) = 1 + /?' + + 

y'(P+y + l)~d +1 + + 

i conclut 

(0.0) = (2.0), (0.1) = 1.3), (0.3) = (3.1), 

( 1 . 0 ) = ( 1 . 1 ) = ( 2 . 1 ). 

ite de ces onze relations, le schema S prend cette forme 


; 1, on a 


h } 

wi m 

h m 


j >n>' 

“ tre + ns )e g ro “P= 0, done 0 dans O', on trouve 

lt de la m&me mani&re quau n° 8 

*+^+t+f=t=i =g , +1> 

2m-f-l-j-j == 2« + l 5 
h ~\- m~ n. 

a consideration d„ nontbre des solntions de la congruence 

a ~hP + r + i~o 

'ore une relation entre h i it i ™ c- i» 

te$ les valeurs m.i a ’ *’ ’ Sl ° n prend d ’abord 

- valeurs qui appartiennent $ A, il arrive 


)n trouve en outre, de la m&me manure qu’au n° 9, que poi 
hacun de ces cas la congruence a respectivement m, l, j, m sol 
ions, de sorte que le nombre total des solutions est 

h m -\-j l + kj -|-1 m. 

Prend-on, au contraire, d’abord pour /? toutes les valeurs B, alo 
I arrive respectivement m, m, l, j fois que £-f-1 appartient ai 
roupes A, B, C, D. Pour chacun de ces cas, on trouve alors qi 
i congruence a respectivement h, m, h, m solutions, ce qui donr 
our le nombre total des solutions 

mh -\-mm -\-lh -{-jm. 


14. Egalons maintenant entre elles les deux expressions trouvet 
iour le nombre des solutions de la congruence 

a+jft+y+l=0 (mod M); 

[ vient 

0 = m 2 Ih -\-jm —jl — kj — Im, 

u, k cause de la valeur k = 2m — h, qui rdsulte immddiatemer 
es relations lindaires 6tablies entre h, j, k,l, m au n° 13, 

0 = w? -j- lh -j- hj—jl —jm — lm. 

A l’aide de jl — 1 -|- 2 h, on peut exprimer j et l en fonction d 
;ur difference, ce qui donne 

2? = 1 -f- 2 h + (j — l ), 

2l = l + 2h — (j-l), 

t par l’introduction de ces valeurs dans liquation prdcedente, cel!e-< 
2 transforme en 

0 = 4m 2 -4m — l-j-4h 3 — 8hm + (j — l) 2 , 
u, k cause de 

4m = 2(h -f m) — 2(h — m) = 2n — 2(h — m), 
a 

0 — 4{h — mf — 2n-\- 2{h — m) — 1 {j — if 
t finalement en 


A = 4(A — m) + l, B = 2j» — 21, 

one 

i « = A 2 + B 2 . 

moyen de A et B il est maintenant facile d’exprimer h, j, k, 
e la mani&re suivante 

8h = 4n + A — 1, 

8; = 4tt + A + 2B — 3, 

8& =4n — 3A + 3, 

8 1 4 w -A. 2B -j - 3, 

8m = 4« — A + 1. 

e encore k determiner A et B. Or ju, nombre premier reel 
orme 4w + 1, ne peut £tre repr^sentd que d’une seule manure 
somme de deux carres, et comme 

M = a + 6£ 

I* = a 2 + 6 2 , 

a — — 1, 6 = 2 (mod 4). 

cl r^sulte done 

A = — ci et B = + b. 

igne de B s’obtient par une consideration analogue k celle 
.2. 

rouve aisement 

p—i 

2(s 3 +1) 4 = — 1 = 2(h — k) 4- 2 i(j — i) (mod M). 

2(h-k) = A-l, 2(j-l) = B, 

—1=A—1+B i, 

0 = A + Bi (mod M = a + 6 i). 

[u’on a dejk trouve A = — a, il s’ensuit B = — 6, de sorte 
. finalement 

8 h =4 n — a — 1, 

8 i = 4« — a — 26 + 3, 

8k = 4» + 3a + 3, 

81 ==4» — a + 26 + 3, 

8 m — 4 ti -j— a —1— 1. 


p = 8 n -f- 1 le schema S est de la forme 

h ) k l 

j l m m 

k m k m 

l m m j 

Ainsi on trouve 

8h = in — 3M — 5, 

pour M =— q 8j — 8k — 8l =4»-(-M — 1, 

8m —in — M-)- 1; 

8 h =in — 3a — 5, 

8j — in a — 2b — 1, 

pour M = a-}-2u 8k =in-\- a —1, 

81 =in-\-a + 2b — 1, 

8m = in — a +1. 

Pour [x = 8n-\-5, M = le sch6ma S a la forme 

h j k l 
m m l j 
h m h m 
m l j m 

de sorte qu’on a 

8 h =in — a — 1, 

8 j —in — a — 26 3, 

8k = in -f- 3a -f- 3, 

8 1 — i n a -j - 2 b -}~ 3, 

8m = in + a + 1- 

Ainsi qu’il ressort de ces formules, le changement de 
correspond & une permutation de,f et l, tant dans le cas de /u- 
que lorsque p, = 8 n -f- 5. 

D’apr&s les congruences du n° 5, on a, dans le cas p — 
pour le caractfere de 1 -f- i suivant le module i 

(3.1) + 2 (3.2) + 3 (3.3) = 3m + Sj= — m —j, 
et pour celui de 1 — i 

(1.1) -f 2 (1.2) + 3 (1.3) = l -f 5m = l + m, 


done, pour M = — g , il suit 

Caractere (1 4 - t) — — n 


g 2 ~l 
8 ’ 


„ g 3 — 1 

Caract&re (1 — i) == n— —g— 


Or et sont des nombres entiers consdcutifs; le 

* 4 4 


duit est done pair et ^ 4—1 1^-- es t divisible par 4, d 

qu’on a 


g 2 - 1__2 2 — 1 (q + l)(g-3)._.g + 1 

8 8 8 4 ’ 


par consequent 


m-* 


1 — i 


et, vu que —1 est residu biquadratique, 


'—14- i 
, M 


tandis que, de 2 = (1 — i) (1 4* 4> suit encore 


Pour M = a-\-bi, au contraire, 


■m — j— — »4-4&, 


a 2 4- b 2 — 1 


Mais eviderament est pair, et par con: 


(a — 1) (a 4- 3) . 

-g-est divisible par 4, dob il suit 


a 2 — 1 


a 4-1 


visible par 8; -^g ^ est done divisible par 4 et on a 


b 2 6(6 + 4). 


8 8 


± i6, 


de sorte que 


et finalement 


n = l (— a + 1 ± 2 6) (mod 4) 


M // \\ M 


M / 


±±i 

M 


— d *-j- 1 — b 

- 


Lorsque, enfin, / « = 8w + 5, M = a + 6i, on a 
Caractfere (1 + i) = (1.1) + 2 (1.2) + 3 (1.3) = m + 2i + 3j (mod 4 

Caractfere (1 — i) = (3.1) -J- 2(3.2) + 3 (3.3) = l + 2j + 3 m (mod 4 

oil, toutes les congruences ayant rapport au module 4, on a 
m + 2Z + 3,;'=3w + i(—2 a — 6 + 8), 

Z + 2i+3m = 3rc + i:(—6 + 6) = —w + i(—6 + 6), 

a 2 + 6 2 — 5 


, . a — 3 a+1 , . (a —3)(a + l) , . 

produit v - . ' dtant pair, - . - + -—-—- est divisible par 4 


it il en est de m6me de —— ^^ ; done 


„ ^ _ (? = i(B + 1), 


ie sorte qu’on obtient finalement 

m -+ 2 1 + 3 j = ^ (fl — 6 + 11) .= (o — — 6 ~- 6), 
Z + 2j> + 3m = +—a — 6 + 6), 


1 — € 

i a -j- b z i 


a-b + S 


-1 -\-i 
a + bi , 




— a — ft — 8 
; 4 



Par IS. se trouve ddtermind, dans chaque cas, le caractbre bi- 
quadratique de 1 -\-i, ainsi que celui del — i, — 1 — i, — 1 + *> P ai 
rapport S un nombre premier primaire. Les rdsultats concordeni 
entibrement avec ceux donnas par Gauss dans les art. 63, 64 de la 
Theoria residuorum biquadraticorum commentatio secunda et ddmon- 
tr£s par lui, d’une mani&re tout S fait diffdrente, dans les art. 68—76. 

16. Relativement S I’analogie qui existe entre une grande partie 
des considerations pr6cedentes et celles que Gauss a ddveloppdes 
dans les art. 8 et suiv. de son premier mdmoire sur la thdorie des 
rdsidus biquadratiques, il y a S faire les remarques suivantes : 

Gauss considbre des nombres rdels; le module premier p est de 
la forme 4 n + 1, et il faut distinguer les deux cas p = 8 » + 1. 
p = 8 »-f 5; p a done la m£me signification que la norme p dans 
les cas II et III de notre n° 4. 

Les nombres 1, 2, 3, ..., p — 1 sont partagds par Gauss en 4 clas¬ 
ses A, B, C, D. Les nombres de ces classes 6tant reprdsentds par 
a 7 yi cette classification est fondde sur les congruences 

M-l 

a 4 =1 

P 4 =f 

p-i (mod p=p), 

y 4 =— 1 

< 5‘ 4 =~f 

oil p =— 1 (mod p), et pour p = a 2 -f- 

a—l (mod 4), a-\-bf~Q (modp). 

Pour p = /< = 8w-f-l»«et6 ont la mfeme signification que ci-dessus ; 
pour p 8»-|-5, a et b, chez Gauss, ne diff&re t oue nar 1#» cia-nA 


nombre premier complexe primaire. 

Lorsque, toutefois, on admet aussi des nombres complexes, i 
sst. clair que les congruences ci-dessus, qui sont relatives au mo 
iule p = fi, restent valables pour le module a-\-bi, de sorte qu’or 
i aussi a -f- b f ~ 0 (mod a -f- b i ), d’ou r6sulte f = i (mod a -j- b i ), et pai 
:ons6quent 

fJL —1 fl — 1 fl — 1 /X — 1 

a 4 = 1, 4 == *, y 4 = — 1, d 4 — i (mod a + b i). 

La classification de Gauss est done identique cl celle 6tablie sui 
vant le caractfere biquadratique 0, 1, 2, 3 par rapport au modul< 
% -f- b i. 

Effectivement, les nombres rdels 1, 2, 3, p — 1 forment poui 
le module a + bi un syst^me complet de rdsidus incongrus entre eux 
non divisibles par le module. 

Aussi, en remplagant dans les deux derniers exemples du n° ! 
les rdsidus complexes par les nombres rdels congrus, ce qui se fai 
>ans peine & l’aide de i = 27 (mod — 3 — 8i) et t = ll (mod — 5 + 6i) 
an obtient 

(mod — 3 — 8 i), /j. = 12,, 

A 1, 2, 4, 8, 9, 16, 18, 32, 36, 37, 41, 66, 67, 64, 66, 69, 71, 72 

B 6, 7, 10, 14, 17, 20, 28, 33, 34, 39, 40, 45, 63, 66, 59, 63, 66, 68 

C 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 36, 38, 46, 48, 49, 60, 54, 61, 67, 70 

D 11, 13, 15, 21, 22, 26, 29, 30, 31, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 58, 60, 62 

(mod — 5 + 6t), ^ = 61, 

A 1, 9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58. 

B 2, 7, 18, 23, 24, 26, 30, 32, 33, 40, 44, 50, 51, 53, 55. 

C 3,4, 5,14,19,'27,36,39,41,45,46,48,49,52,60. 

D 6, 8, 10, 11, 17, 21, 28, 29, 31, 35, 37, 38, 43, 54, 59, 

;n accord parfait avec les exemples donnds par Gauss dans l’art 1; 
le son premier mdmoire. 

Le cas I de notre n° 4 est le seul pour lequel il n’existe riei 
i’analogue dans la th&arie r^elle de Gauss, ce qui tient k ce qui 
dans ce cas on ne peut pas former, avec des nombres rdels, ui 
syst&me complet de rdsidus. 


tude par Gauss dans son premier mdmoire, est identique it celk 
faite d’aprds le caractdre biquadratique par rapport au module a -j- b i 
fournit aussi le moyen de ddduire immddiatement tous les thdordmes 
que Gauss a trouvds par induction dans son second mdmoire, art. 28. 
mais dont, & ma connaissance, aucune demonstration n’a encore dt<! 
donnee jusqu’ici. 

Ces thdordmes sont relatifs & la presence d’un nombre premiei 
reel m dans les quatre classes A, B, C, D, ou, d’aprds ce qui pre¬ 
cede, au caractdre biquadratique de m par rapport au module a-\-b i. 

17. Je vais reproduire maintenant les remarques formuldes pat 
Gauss dans l’art. 28. Le module premier p = ju dtant suppose de 
la forme 4 n + 1, il s’agit maintenant, d’aprds ce qui a 6td dit au 
n° precedent, de determiner la valeur du symbole 

' m \\ 
jz “f* bill 7 

ob m est un nombre premier rdel; la circonstance que, pour /i=8n -f- 5, 
a et b ont chez Gauss un signe different de celui des valeurs du 
n° 14, n a aucune influence sur Tenoned des thdordmes. Le nombre 
premier m recevra un signe tel qu’il soit toujours ~ 1 (mod 4), done 
le signe moms lorsque, pris positivement, il est de la forme 
4A-f 3 = Q; quant k un nombre premier positif de la forme 4&-f- 1, 
il sera reprdsente par P. Les remarques de Gauss peuvent alors 
dtre exprimdes de cette manidre: 

I. Lorsque a~0 (mod m), la valeur de ((~_p^) est +1 ou -1; 

elle est dgale k +1 si m a la forme 8 r ± 1, dgale it — 1 si m a 
la forme 8 r + 3. 

II. Lorsque a n’est pas divisible par m, la valeur du symbole 

ddpend umquement du nombre compldtement determine x, qui sa- 
tisfait k i 

b~ax (mod m). 

Pour m = P, x peut prendre ici les valeurs suivantes 
0, 1, 2, 3, . p — i 


i l’exception des deux valeurs f et P — f qui satisfont k yy~ — 
mod P). Ces deux valeurs ne peuvent dvidemment pas se prdsente 
:ar de b = ay il r^sulterait 

6 2 = — a 2 ou a 2 + 6 2 =p 0 (modP), 

:’est-k-dire que p devrait fetre divisible par P. 

Pour m — — Q, au contraire, x peut prendre toutes les valeurs 

0, 1, 2, 3, .... Q —1. 

Ces valeurs de x peuvent 6tre rdparties en 4 classes a, ft, y, 8, d 
:elle sorte que, pour 

b = aa (mod m) la valeur du symbole soit = 1, 

b = cl ft „ „ „ „ „ „ = i, 

b = ® Y » n v n j) » == 1 > 

b = CL 8 „ n n n n n == *> 

)u, ce qui revient au mfeme, que dans ces cas m appartienne re: 
jectivement aux classes A, B, C, D. 

Or, en ce qui concerne la quotitd des nombres a, ft, y, 8, exist 
:ette r£gle: que 3 de ces quotitds sont dgales, tandis que la quatri£m 
:st plus petite d'une unitd; d’ailleurs, cette quatri&me quotitd est cell 
les a lorsque, pour a==0, m appartient & A, et celle des y lorsqu 
>our a~0, m appartient k C. 

18. Soit done, en premier lieu, m — — Q; d’aprfes la loi de rdci 
jrocitd, on a alors 



:t pour a = 0 (mod Q) 



((■p 35 *"* (modQ) 

Q2_ J Q I 

:t comme Q est de la forme 4r + 3, done —|—= (Q — 
in multiple de Q — 1, il suit du th6or£me de Fermat 




pour Q = 8w-f*7 






Lorsque, au contraire, on a m — P = (A -j- B i) (A B i) on A -j- 1 
et A —Bi sont les facteurs primaires de P, il suit de la loi de r 
ciprocit6 


a 4* b i 


a -f bi \\ ll a + b iY\ 
A-(-Bi//\\A — B ill 


et pour a = 0 (modP) 



Or, en g6 n^ral, comme Ton sait, 



ou, pour P = 8 n -f-1 



et pour P = 8 n -)- 5 



Ainsi se trouve compl&tement ddmontr^e la proposition dnonc 
au n° pr6c6dent, sous I. 


19. Supposons maintenant que a ne soit pas divisible par m, 
consid6rons d’abord le cas le plus simple 

m — — Q, 

on a done alors 


. cause de l’6galit6 (("^")) = 1, d^jti d^montrde au n° pr6c6dent 
Du rdsultat obtenu 

«^y=(m 

1 ressort d6jct que la valeur du symbole 4 gauche depend unique 
nent du nombre x, lequel peut prendre les Q valeurs 

0, 1, 2, 3, Q — 1. 

Nous n’avons done plus qu’ik. r£soudre cette question: lorsque L 
nodule Q est un nombre premier de la forme 4/1 + 3, combien 
>armi les nombres 

1, 1 + i, 1 + 2 i, 1 + 3 i, .. ., 1 + (Q — 3) i, 
t en a-t-il qui appartiennent respectivement aux classes A, B, C, D 
A cet effet, je remarquerai, en premier lieu, qu’on peut prendr 
:omme systbme complet de r^sidus non divisibles par Q, les nombre 

a + ^i 

a et /? parcourent les valeurs 0, 1, 2, 3,Q — 1, l’exception d 
a combinaison a = 0, /S = 0; et, en second lieu, que les nombres 

1, 2, 3, .... Q — 1 

ippartiennent tous & A, de sorte que, lorsque le nombre 

a 1 + /?' i 

ait partie d’une certaine classe, celle-ci renferme 6galement le 
lombres 

2 (a' + /S' i), 3 (a' + /?' i ), .... (Q — 1) (a' + /?' i) 
jui, par l’omission de multiples de Q, peuvent tous 6tre ramen£ 
l la forme a + ft i Ob a et 0 sont plus petits que Q. Or, les r6sidus d 

a', 2a', 3a', (Q-l)a', 

jont, tant que a' n’est pas zdro, congrus dans un certain ordre 
iuivant le module Q. aux nombres 

1, 2, 3 .... Q —1. 


a' + yS'i, 2 (a 1 + /?'*), (Q —1) («' + /*'♦), 
appartenant tous & la mfeme classe, il y en a done un qui est cor 
gru & un des nombres 

1 + a? i (a5 = 0,l, 2,...,Q — 1). 

Or, la quotitd des nombres de chaque classe, 


2=i-(Q-DX 


Q+l 

4 


est un multiple de Q — 1, et les Q — 1 nombres sans partie rdelle 

i, 2i, 3i, ..., (Q— l)i 

appartiennent pour Q = 8 « + 7 it A, pour Q = 8 w + 3 cl C. 

Puisque tous les nombres de chaque classe dont la partie rdelh 
n’est pas z6ro peuvent £tre reunis, comme ci-dessus, en groupes d< 
Q — 1 nombres, de telle sorte que dans chaque groupe il y ait ui 
nombre & partie rdelle dgale 4 1, il en rdsulte que, pour Q = 8 n + 7 
il y a dans les classes A, B, C, D respectivement 

Q—3 Q + l Q + l Q + l 

4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 


nombres 1 

Pour Q = 8w + 3, ces nombres sont 


Q + l Q + l Q — 3 Q + l 

4 ’ 4 ’ 4 ’ " 4 ’ 


tandis que, d’aprfes le n° 18, dans le cas a = 0 (mod Q), pour Q = 8 n + 7. 
't 8 w + 3, Q appartenait respectivement aux classes A et C. 

Tout ce qui se rapportait au cas m — — Q est done maintenanl 
:onnu. 


20. Pour m — P — (A + B i) (A — B t) nous avons ddjA trouv£ 



par consequent, lorsque 

b~ax (mod P), 


deux derniers facteurs k droite est 6gal k 1, 


P ' 
a + bi 


= (( 1+11 

V\A + Bi 


1 +xi 
A^Bi. 


de 1& rdsulte que la valeur du symbole 4 gauche depend uniquemen 
du nombre x, de sorte qu’il n’y a plus qu’k r£soudre la questior 
suivante: pour combien de valeurs de 1 -|-xi l’expression 


(( 13-+1 

\\A 4- Bi 


'l±ii\) 

A —Bi// 


acquiert-elle respectivement les valeurs 1, i, —1, — i? On doi 
donner ici cl x les valeurs 


0, 1, 2, 3, P-1 

k l’exception des deux racines de y 2 = — 1 (mod P). 

Pour rdsoudre la question qui vient d’etre pos6e, je considbre ur 
syst&me complet de r^sidus incongrus non divisibles par le module 
A + Bi, et je les rapporte, d’apr&s leur caractbre biquadratique 
k 4 groupes A, B, G, D. Chacun de ces rdsidus est supposd chois 
de telle sorte que la partie rdelle soit 6gale k 1, et que le facteui 
de i soit plus petit que P. 

Ces suppositions peuvent &tre reprdsent^es ainsi 
(mod A + B i), A 2 -f B 2 = P. 

Classe A a = 1 + a i 

B /?= 1 -j- bi 

C y = 1 -f c i 

D (5 = 1 + di 

Les nombres a, b, c, d, dans leur ensemble, concordent avec 
0, 1, 2, 3, (P-1), 

sauf que la valeur/ 1 , qui est = i, manque, vu que l-|-/i^=0( a iodA-(-Bi) 
En opdrant de la mfeme manibre avec A — Bi, on voit ais^men 
que la classification sera 

(mod A — B i), A 2 -f- B 2 = P. 

Classe A 1 + (P — a) i 

B 1 + (P — d)i 

C l + (P-c)i 

D 1 + (P - b) i 


P-1 

(1-| -xi) 4 —i p = (A -f- B i) (C -f- D i ), 

p-i 

(1 — xi) 4 —i 8p = (A — Bi)(C — D i). 

Ainsi, lorsque 1 -\-xi a, suivant le module A caract^re Q 

_a;j=l_j_(p — x)i a, suivant le module A — Bi, le caractfere 3g 


21. Pour que 

((I-Mil 

A -f B ill l\A — Bil 
ievienne 6gal k 1, il faut, lorsque 

1 + a;i\ 

A + Bij 

i l’une des valeurs 1, i, —1, — i , que 

((r±$) 


prenne une des valeurs 1 , i, —1, — i; on, en ayant dgard am 
deux divisions en classes; lorsque x appartient respectivement ; 
x, b f c y d, il faut que. simultandment, P — x appartienne aux nombre; 
%, b, c, cl . 

On peut done dire que le notnbre des valeurs de x pour lesquelle: 
:>n a 


ffl+xi' 
UA + B i 



:st egal a la somme des nombres de solutions des congruences 


a + a f 0, 
b + b' == 0, 
c -)- d = 0, 
d -f“ d! eee 0, 


par rapport au module P, ou, ce qui revient au mfeme , par rappor 
au module A -|- B L 

On remarquera que la valeur P — /*, exclue pour x, entre biei 
dans a, b y c , d , mais ne peut n^anmoins apparaitre dans aucune de: 
congruences ci dessus, parce que cela exigerait que f se trouvft. 
egalement parmi les nombres a, 6, c y d , ce qui n’est pas le cas. 


multiplication par i, deviennent 


a -j- a' ~ 2 

= 2 ( m0dA + Bi). 
<5 + ( 5 ' == 2 


IT —— X 

Lorsque —^— appartient ci la classe A, les congruences prdc* 


dentes, multiplies par 


, se transforment en 


a -f- a' -}- 1 — 0 

/1 + / J ' + 1=0 
y + r' +i=o 
<5+ d' + i = o 


(mod A + B i), 


ie sorte que la somme des nombres de solutions de ces congruence 
ist dgale au nombre des valeurs de x qui rendent 


(l 14 ~ x * \\ // 1 
Ua + B ill \VA — B i') 


;gal & 1. 

Mais on peut se convaincre imm&iiatement que ce rdsultat rest' 

p _i 

e mfeme lorsque —^— appartient aux classes B, C, D. Si, par exem 

p — l ... . . P 1 

>le , —g— appartient & B, il suit de a + a' 5^ 2, en multipliant par —^— 

p + p + i = o, 

:t de /? ft — y -(- y' hh 8 -}- S' ^2, respectivement 

y + /+l= 0, IehO, a -fa' -fl~0. 

Si l’on ddsigne par <, u, v, io, les nombres des valeurs de x qui renden 
(( a — b*» )) res pectivement <£gal 4 1, i, - 1, — t, t es 
lone la somme des nombres de solutions des congruences 


a + a' -f 1 — 0 
/* + /*'+1 = 0 
y+y' + i = o 
< 5 + V + 1 = 0 . 


(mod A + B i). 


des nombres de solutions des congruences 

« + <$ + 1 = 0, 

/? + a+l = 0, 
y + /? + 1 = 0, 

<5 + ^+l = 0, 


tandis que, pour v et to, on a & consid^rer les congruences 


a + y+l=0, a +/5 + 1 =0, 

/J +< S +1e = 0, et £ + 7 + 1=0, 

y + a 4* i =o, y + <s+is=o, 

<5 + /?+l~0, <5 —f— ce —f— 1 0 , 

Dans le cas de P = 8w + 1 on a done, d’aprfes les n° 7, 8 
t = (0.0) -f- (1.1) -j- (2.2) -}- (3.3) = k + l -f- k -j~J = 2 n — 1, 
m = (0.3) -(- (1.0) -J- (2.1) -J- (3.2) = ( -(-7 + w* + m = 2 n, 
v = (0.2) -f- (1.3) -j- (2.0) + (3.1) =&+«+& -j-m~ 2n, 
w = (0.1)+ (1.2)+ (2.3)+ (8.0 )=j + m + m + l =2 n, 
et dans le cas de P = 8n +5, d’aprfes le n° 13 

t = (0.2) + (1.3) + (2.0) + (3.1) = k-\-j + A + / = 2 « + 1, 
u (0.1) + (1.2) + (2.3) + (3.0) = j + ( + m + m==2n + l, 
v (0.0) + (1.1) -f- (2.2) + (3.3) — h-\-m-\-h + m= 2 », 

= (0.3) + (1.0) + (2 .1) + (3.2) = 1 + m + m+j = 2 n + 1. 

22. En rdcapitulant tout ce qui pr^efede, on voit done que 1 
caractferes servant k reconnaltre si un nombre premier rdel appartie 
aux classes A, B, C, D, lorsque le module P est de la forme 4 n + 

et que a + bi est un facteur complexe primaire de P, se laissent e 
primer dc la manifere suivante. 


■i, 


Le nombre premier P = 8n + 1 appartient k 

A pour a = 0, b~aa Nombre des a = 2 n ■ 

» b ap (mod „ „ p = 2 n, 

° » b~ay „ 

T) h— A ” » r = 2n, 

T . » „ o = 2 n. 

nom re premier P = 8 n + 5 appartient A 

A pour b~aa Nombre des a = 2 n + 1 , 

■B » b = a8 

p (mod P). j) jy ft -— 2 7i -j— 1 ? 

b » b==ay, a=E=0 


i,e nomDre premier —= appartient a 

A pour b~aa Nombre des a — 2 n -f-1, 

B n b = a ft (mod Q). » » ft = 2 n -j-1, 

C „ b = ay, a = 0 „ „ y = 2n, 

T) A b = a 3 y jj & — 2 w -j* 1 • 

Le nombre premier — Q = — (8 n -f- 7) appartient It 

A pour b==aa, a = 0 Nombre des a = 2 n + 1, 

B „ b = aft ( mo d „ „ /? = 2 n + 2, 

C „ b = ay „ „ y = 2 n + 2, 

D „ & e= a <5 „ „ <5 = 2 n -|- 2. 

Je citerai encore les remarques suivantes de Gauss (art. 28), don 
a demonstration, apr£s tout ce qui prdcfede, n’offire pas la moindr 
difficulty. 

1. Le nombre 0 appartient toujours aux a, et les nombres —a 
— ft, — y >—appartiennent (mod m) respectivement aux a, d, y et /5 

1111 

2. Pour P = 8«+l, Q = 8n + 7 > les valeurs de —, -j-, —, 

mod m) appartiennent respectivement aux a, d, y, ft; et pou 
P = 8 » -f- 5, Q = 8»-f-3, ces valeurs appartiennent respectivemen 
lux y, ft, a, d. 


R^SIDUS CUBIQUES. 

23. En passant aux rdsidus cubiques, il est n6cessaire de rappele 
juelques points de la thdorie des nombres entiers de la forme a-\-bQ 
> est ici une racine cubique complexe de l’unit6, de sorte qu’on ; 

L —|— q —|— ^2 

Dans cette thdorie, comme on le sait, il existe au sujet de 1, 
divisibility des nombres, de leur decomposition en facteurs premiers 
ie l’existence de racines primitives des nombres premiers, etc., de 
:heor£mes tout II fait analogues It ceux que prdsente la th^ori 
irdinaire des nombres reels; la grande majority des recherche 
:ontenues dans les quatre premieres sections des Disquisitiones arith 
neticae peuvent £tre dtendues, presque sans changement, Il la theori 


Le produit de deux nombres conjuguds a-\- bg, a -f- b e 2 , 

(ab q) (ab e 2 ) = a 2 — ab-\- & 2 

s’appelie la norme du nombre a-\-bq et sera toujours indiqud par f 
Le nombre 3 n’est pas un nombre premier dans cette thdorie, ca 

3 = (i- e )(i-e 2 ) = -e 3 (i-^) 2 . 

Comme nombres premiers, outre 1 — q, se prdsentent dans cett 
th^orie: 

premi&rement les nombres premiers rdels de la forme 8n — 1; I: 
norme est alors =(3» — l) 2 ; 

secondement les facteurs premiers complexes des nombres premier 
reels de la forme 3 n +1. Ce nombre premier rdel est alors et 
mfeme temps la norme du facteur premier complexe. On a, pa 
exemple 

7 = (2 -\- 3 q) (2 3 £ 2 ) = (2 -j- 3 q) (— 1 — 3 q). 

Les nombres premiers 2-f-3f>, —1 — 3 q ont tous les deux k 
nombre 7 pour norme. 

Dans chacun de ces deux cas la norme est done de la forme 3 k -f-1 
Ensuite, il suffit de consid6rer des nombres premiers primaires 
ce mot £tant pris ici dans la signification que lui donne Eisenstein 
(Journal de Crelle, 27, p. 301). de sorte que a-\-b q sera dit primairc 
lorsque a-j-1 et 6 sont tous les deux divisibles par 3. Les nombres 

premiers reels de la forme 3n—1 doivent done 6tre pris positifs 
pour &tre primaires. 

S°it donc M un nombre premier primaire, ju la norme de la forme 
in + l. Un systbme complet de r&jidus incongrus, non divisibles 
Mjr le module M, se compose alors de t u — 1 = 3 w nombres Ces nom- 
>res peuvent fetre rapportes k 3 classes, comprenant chacune n nom- 

>res, suivant que leiif- nuis c- 'inr'r' ^ ^ r-1 | . i 

h cur puissance g est congrue, d aprbs le 

linci ' ^ ^ ° U ®distribution peut 6tre reprdsentde 

a , a', a",... 

P> P', P", . . . 


A 

B 


a 


/*-—! ’ /* —1 j»i —1 

8 = 1, /? 3 ==e, y 3 = g 2 (mod M). 

Le caractbre cubique des nombres a, a', a", ... est 0, celui de 
tombres ft, /?', ... est 1, celui des nombres y, y', ... est 2. 

II sera d’ailleurs facile aussi de faire usage du symbole d’Eisensteii 
it d’dcrire par consequent 


‘ a 

- 1 

[(«1 


’ 7 ‘ 

M J 

- J., 

[mJ 

— Q > 

L MJ 


II s’agit maintenant, en premier lieu, de determiner le caracter 


:ubique de 1 — q , ou la valeur du symbole 


1—■ 
M 


Q 


24. L'addition de 1’unitd 4 tous les nombres de A, B, C donn 
laissance aux 3 groupes de nombres A', B', C' 

A' a + 1, a' + l, a" + l, . . . 

B' (8 + 1, /»' + !, r + i,... 

C' y + 1, / + l, y" + l, ••• 

:t je represente par (0.0), (0.1), (0.2) les quotites des nombres de A 
jni sont respectivement congrus k des nombres de A, B, C; pa 
1.0), (1.1), (1.2) les quotites des nombres de B' qui sont respective 
nent congrus k des nombres de A, B, C; enfin par (2.0), (2.1), (2.2) le 
(uotites des nombres de C' qui sont respectivement congrus k de 
lombres de A, B, C. 

Tous ces nombres peuvent fetre rdunis dans le schema S 


( 0 . 0 ) 

( 0 . 1 ) 

( 0 . 2 ) 

( 1 . 0 ) 

( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 

( 2 . 0 ) 

( 2 . 1 ) 

( 2 . 2 ) 


:t avec la determination de ces nombres est aussi trouvd immedia 
ement le caract£re cubique de 1 — g. Car les congruences mani 
estement identiques 

ft — i 

(x — a)(x — a 1 ) (x — a") .. , = x 8 — 1 

p—i 

(x — P)(x — fi') (x — P") ... = x 8 — q (mod M) 

m— i 

(x — y)(x — y') (x — y") ... = «: 8 — g 2 


esc pair (saui pour M = 2, c 


donnent pour x = — 1, vu que —g 
qui doit fetre except^) 


0 + i)0' + U(P" + i)... = i —e 
(7 +1) (/ 4-1) (/' +1 )... = l — e 2 


(mod M), 


d’ou il suit immediatement 


1 — g 
M 

[1 — e 2 ] 
M 


Q ( 1 . 1 ) + 2 ( 1 . 2 ) ^ 
0 ( 2 . 1 )+ 2 ( 2 . 2 ). 


25. Le nombre —1 appartient, comme cube parfait, A la class 
A, et les nombres a et — a, p et —/?, y et —y entrent A la fois dan 
les classes A, B, C. 

A 1’aide de cette remarque, il est facile de voir que 


le signe represente le nombre des solutions de 
(0.0) a + a' + 1 = 0 

(0.1) a + fi + 1 === 0 

(0-2) a 4 -y +1 = 0 

(1.0) p + a +1 = 0 

(1-1) /? + /?' + 1 == 0 (mod M), 

(1-2) P + y +1 = 0 

(2-0) y + a +1 = 0 

(2J) Y + P +1 = 0 

(2.2) y + y> _J_ l == 0 

de sorte qu’on a 

(0.1) = (1.0), (0.2) = (2.0), (12) =(2.1). 

. n ^ X . y== \ et ^ ue * a PPartienne A A, il est Evident que t 

ap^rtieut egalement k A; mais lorsque * appartient A B ou A C, \ 

ap^ment respect,vement A C ou A B, ce quon pent exprimer er 


««' = !, /Jy = i (mod M). 


De 


r( a + P-\-l)~y' -\-\ + y 
P ( a + y + 1) = B 1 4- 1 -L R 


(0.1) = (2.2), (0.2) = (1.1), 

le sorte que le schema S a cette forme 

h j k 
j k l 
k l j 

Comme —1 appartient k A,' et par consequent 0 k A\ mais que 
;auf ce nombre 0 de A', tous les nombres de A’, B', C' sont congru 
l un nombre de A, B ou C, on a 

h +j + k = n — 1, 
j + k + l = n. 

Enfin, la consideration du nombre des solutions de la congruence 
a + + + l = 0 (mod M), 

)d a, ft, y doivent £tre choisis respectivement dans les classes A, B, C 
ournit encore une relation entre h, j, k t l. En effet, si Ton pren< 
I’abord pour a les nombres de A, on obtient pour le nombre ei 
juestion 

hl-\-jj-\-kk. 

En prenant, au contraire, pour /? successivement tous les nombre 
le B, on trouve pour ce m£me nombre 

jk + kl + lj 

lone 

0 =r h l -\-jj + k k —j k — kl — lj. 

26. En eliminant h de cette dernibre equation, £ l’aide de h=l —1 
n a 

0 — 1(1 — 1 )-\-jj-\-kk — j k — kl — Ij , 
equation qui, multiplide par 4, prend, k cause de 
(j + kf + 3 (j — kf = 4 (jj + k k —jk), 

a forme 

0 = 4 l 2 — 4 1 + ( j + kf + 3 (j — kf — 4 l (k + j ), 

>u bien, en ayant dgard k l = n-(j-j-k) et en multipliant par 9 
36 n = 36 1 2 + 9 (j + kf + 27 (; — kf — 36 1 (j + *) + 36 (; + k); 

;n mfeme temps on a 
24 « = 24 (j + k + l) 


lone, par sousiracuuu, 

12B = 36( ! +90'+*f + 27l? — k f— 3 6* U + *0 + 12 <■» +*0 — 24 

l2„ + 4 = 4,. = (6!-3i-3*-2) 2 4-27«-^ 

Si Ton pose 

A = 61 — 3 j — 3 Jt 2, 

B = Sj — 3 ft, 

>n a done 

4/* = A 2 + 3B 2 , 

;t A, k, l, se laissent alors facilement exprimer a« moyen de A e 
B, de la manifere suivante 

9 h = 3 n A — 7 , 

18j =6w —A-f 3B —2, 

.18 A = 6 w — A — 3B — 2, 

9Z = 3ra-f A-f2. 

II reste encored determiner A et B, et pour cela deux cas doiven 
*tre distinguds. 

27. Si, en premier lieu, M est reel et de la forme 3 n — 1, don< 
u = M 2 , il suit de 

4,« = 4 M 2 = A 2 -j- 3 B 2 , 

que A est = ±2M, B = 0. Car, si B n'£tait pas zero, on pourrai 
determiner un nombre entier x de telle sorte que 

A = B x (mod M) , 

d’oii resulterait 

A 2 = — 3 B 2 = B 2 a: 2 (mod M) 

done 

x 2 ~ — 3 (modM), 

ce qui est impossible, puisqu’on sait que —3 est non-residu de M 
On a done indubitablement B = 0, A = ± 2M. Quant an sign* 
de A, il se deduit immediatement de la remarque que A est 1 (mod 3) 
et M, com me nombre premier primaire, == — 1 (mod 3); on a done 

A = 2M 


9A = 3n + 2M — 7, 
9; = 9A = 8n— M — 1 , 

Q 7 - Q M I O ur I r» 


et finalement 


aaire d’un nombre premier rdel p de la forme 3 n 1; on a alor 
4 fx — (2 a — bf + 3 & 2 = A 2 + 3 B 2 
:t, puisque a + b q est primaire, a -f-1 = b = 0 (mod 8). 

B aussi est main tenant divisible par 3, et comme il est facile d 
Idmontrer que 4 p, ne peut fetre reprdsentd que d’une seule manter 
>ar la somme d’un carr6 et du multiple par 27 d’un second carr6 
1 s’ensuit 

A = 2 a — b, B = ± &. 

Le signe de A, en effet est de nouveau determine par A = 1 (mod 3 
Quant au signe de B, il s’obtient par la consideration suivante 
i z parcourt tous les nombres de A, B et C, on trouve, exactemen 
le la mfeme mani&re qu’au n° 12 

— i 

2(s 3 + l) 3 - — 2^3 (h+jg + Jce 2 ) (mod M), 

ni 

-2 = 3[(h-k) + g(j-k)] 

>uis, en exprimant h, j, k par A et B, et dcrivant pour A la valeu 
la — b, apr£s quelques reductions 

0s:2fl — & —|- B -J— 2 B e (mod M = a + & e) , 
foil resulte B = 6. 

A et B dtant ainsi trouves, on a 

9h = 3n-\-2a — b — 7, 

9j—3n — a -f- 2 b — 1, 

9k— 3n — a — b —1, 

91 = 3n 2 a — b + 2. 

29. D’aprfes le n° 24, le caractere cubique de 1 — q suivant 1 
nodule 3 est 

(1.1) + 2(1.2 )~k-l, 

it celui de 1 — q 2 

(2.1) + 2 (2.2 )=2 l-j, 

orsque M est reel de la forme 3 n — 1, on a done, d’aprfes le n° i 
Caractere (1 — $) ~ — , 

Caractere (1 — g 2 ) ^j~ , 


m oien 


1 — Q 

M + l 

_ ~ 3 

[1 —8* 

M J 

— Q ’ 



:e + ~ s . 


foil il suit encore 



Quand, au contraire, M = a + &f> est un facteur complexe d’ui 
lombre premier r£el de la forme 3 n 1, on a, d apr^s les valeur 
rouvdes au n° 28 


Caractere (1 — q) = 


a + 1 
3 ’ 


Caractere (1—e 2 ) — 


a — 6 + 1 
3 




m 


■ 1— Q' 

a 4-1 

_ A 3 

rl —e 2 l 

a-6-f- 1 
-n 8 

3 1 

a + bel 

— Q 7 

a + b&. 

- Q > 

CL -f" b Q. 


Ces resultats ne different pas, au fond, de ceux donnds paj 
Eisenstein dans le tome 28 du Journal de Crelle, p. 28 et suiv. 


30. A lfegard du cas oil le nombre premier M est un facteur d’ur 
nombre premier r6el p de la forme 3w-J-l, je prdsenterai encore 
[es remarques suivantes. 

Comme, dans M = a-f&e, a et b n’ont pas de diviseur commun 
et que par consequent b et a — b sont aussi premiers entre eux, or 
peut toujours trouver deux nombres en tiers a et /? satisfaisant it la 
relation 

b a(a — &)/? = l 

et on a alors 

+ + = — M + e, 

lone 

Q = b — aa (mod M = a -j- 6 g). 

De la rdsulte imm6diatement que tout nombre entier c -J- d q est 
congru suivant le module a -}- b q it un nombre entier rdel, lequel 
nombre r6el peut fetre pris plus petit que le module ju —p, de sorte 
que les nombres r^els 



r£els (k l’exception de 0) , suivant leur caract&re cubique, ■ 
classes 

A a, a 1 , a 1 ', ... 

b A A, A'» ••• 

C y, y', y M , ... 

et en ddsignant par f le nombre rdel qui est = q (mod M), or 

n —1 M—1 1 

a 3 — 1 = /? 3 — f~Ey 8 — /*==<) (mod M = a + &^ 


et comme 


m—i > » — i —i 

a 3 — 1, ^ 3 — f, y 3 — f 2 


sont des nombres r6els, ils doivent 6tre divisibles non se 
par a-\-bQ, mais aussi par le module 


p — ju = (a + b q) (a -f- b g 2 ) 

de sorte qu’on a 

M-l 

a 3 =1 

/? 3 =/ (modp = ,M). 

M—1 

y 3 -/ 2 

On voit done que la classification des nombres 


l,2,3,,..,j) 1 

4 l’aide de ces trois derni&res congruences, coincide avec c 
a pour base leur caractfere cubique par rapport au module 
Le rdsultat 

3 1_ 

a -f- b d ® 

peut 6tre 6 nonc6 ainsi: le nombre 3 appartient k la classe , 
C, suivant que —£ b est de la forme 3 to, 3w-f 1 ou 3)«4 


Voici quelques exemples. 

p = 7, a = 2, 6 = 8, /= 4. S( 

A 1, ’ 6. h j k 

B 2, 5. j hi 

C 3. 4. k l j 


A 1, 5, 8 

B 4, 6, 7 

C 2, 3, 10 

P = 19, 

A 1, 7, 8, 

B 4, 6, 9, 

C 2, 3, 5, 

P = 31, ' 
A 1, 2, 4 

B 3, 6, 7 

C 5, 9, 10 

P = 37, i 
A 1, 6 , 8 

B 2, 9, 12 
C 3, 4, 5 

P = 43, 

A 1, 2, 4 

B 3, 5, 6 

C 7, 9, 13 

P = 61, 

A 1, 3, 8 

B 4, 10, 12 

C 2, 5, 6 


La questi 
A, B, C 4tar 
facilement, i 
cubiques, £t; 
presence d’a 
de considdre 
En ce qui 





31. Le notnbre p—l appartenant toujours & A, il en result 
mm^diatement que 2 appartiendra k la classe A, B ou C suivant qu 

? g- - appartient & la classe A, C ou B. 

Les nombres h, k, j sont respectivement les nombres de solution 
les congruences 

a + o' + 1 = 0 

/J + fi' + 1 = 0 (mod p ), 

y -(- y' -f-1 = 0 

:t comme ou peut dchanger entre eux a et a', /? et /?', y et y', ce 
rois nombres sont pairs, k l’exception du premier, lorsque a = a' — — g- 

ippartient k A, ou ^ l’exception du second, lorsque p = p l =-~- 

m _ 

ippartient AB, ou k l’exeption du troisibme, lorsque y = y'= t -^ 
ippartient k C. 

On voit done que 2 appartient k la classe A, B ou C, suivant que 
les trois nombres h,j, k, le premier, le second ou le troisifeme es 
mpair. 

Comme on a p = Zn-\- \ (n pair) et, d’aprfes le n° 28, 

9 h = 3 ft -I - 2 ct — b — 7, 

9j =Sn — a-\-2b — 1, 

9k~ 3 n — a — b — 1 

s est impair lorsque b est pair, j est impair lorsque a est pair, enfi 
: est impair lorsque a et b sont tous les deux impairs. Puisque 
:t b n’ont pas de diviseur commun, aucun autre cas n’est possible 
.t par consequent 2 appartient k 

A, lorsque i> = 0 

B, „ a == 0 (mod 2). 

C, „ a==b = 1 

32. En ce qui regarde la presence de 5 dans 1’une des trois classes 
>n a, d’aprbs la loi de r6ciprocitd cubique, 


entiers a -+■ b q. 

Pour a = 0 (mod 5), on a done 


5 ■ 


b el_ 


CL -J- b Q_ 


L 5 J 

15. 


■■er= 


f> 2 ; 


et par consequent 5 appartient 4 C. 

Lorsque a n’est pas divisible par 5, on peut determiner x dar 

b = ax (mod 5), 

et x peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4: on a 


5 ' 


CL (1 -J- X q) 


1 -\~XQ 

CL -j- b Q_ 


5 J 


. 5 


et Ton trouve ensuite 


x = 0 

X = 1 

x = 2 
3 


[ct -f- b Q, 

5_ ' 

ct —f— b o 
5 


= 1 , 


x 


x = 4 

de sorte que 5 appartient 4 

A, lorsque b~ 0, 


[a -f- 6 q 
5 

' 5 


= Q- 

= 1 . 


■ a “f" 6 <?J 


: r 

: e- 


b, „ 

» & — 3 a, a ~ 0. 

Pour juger de la classe de 7, on a 


b = 2a 

b h= 4 a (mod 5). 


7 1 


-2 + 3g 


2 -|~ 3 q 2 

(X -j- b Q_ 


a -f- b q_ 


(X l) Q 


puis , d apr£s la Ioi de reciprocity, 


-L_] — \ a + b Q 


a b q 

W + M I 2 + 3 e. 


2 + 3 S 


. v- - L i ^ c j i <-» —p o 

Pour 0 = 0 (mod?), attendu qu’on a, en gdndral, 

1 = 1 , 


a + fig 


«+/?g 2 l 

Ct -j- b Q 


[cl -j- b Q 2 . 



PQ o 


7 i_r e [ ^ 1 r 1 4 

~~ [sr+T^j [2 + 3e 2 J = [2 4- 3 0 2 J — Q'=e> 

de sorte que 7 appartient k B. 

Lorsque a n’est pas divisible par 7, mais qu’on a 

b = ax (mod 7), 

il s’ensuit 

7 1_[1 -f- ic ^ \1-\-xq' 

a4- 6eJ — IsTSe. L2~+3?j’ 

et x peut presenter les valeurs 

0, 1, 2, 4, 6, 

mais non les valeurs x = 3 et x = h, car celles ci rendraien 
p = a? — a b + 6 2 = a 2 (1 — x -J- x 2 ) 

divisible par 7. 

On trouve maintenant 


x = 0 

r n 1 

t 

a d~ 6 q. 

= 1, 

x = 1 

7 ' 

~|— f) Q 

= ~ 

x — 2 

7 

a -|- bp. 

= 1 , 

x = 4 

7 ' 

a 4" ^ 

=e> 

x = 6 

7 ’ 

a 4- 6 



de sorte que 7 appartient & 

A, lorsque 6 = 0, 6 = 2 a 

B, „ 6 = 4a, a = 0 (mod 7). 

C, „ b~a, 6 = 601 

De la m&me manifere, ou par induction, on reconnaltra 
11 appartient k 

A pour 6 = 0 , 6 = 2 a, 6 = 4 a, 6 = 5 a 

6 = 3 a, 6 = 6 a, 6 = 9 a, a —0 (mod 11), 

6 = a, 6 = 7 a, 6 = 8 a, 6 = 10a 




5 est aussi un nombre premier dans la th^orie des nombres 
iers a-\-bo. 

'our a~0 (mod 5), on a done 



jar consequent 5 appartient k C. 

orsque a n’est pas divisible par 5, on peut determiner x dans 
b~ax (mod 5), 

peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4: on a 



on trouve ensuite 


rte que 5 


x = 0 

\ 5 1 j 

x = l 

La + 6 e J — 

x = 2 

[a -f- b{>\ 

f 6 1 1 

x = 3 

[5 1 

X=4: 

[a -j— 6 ^»J ® * 

appartient k 

[a -f- &eJ 


A, Iorsque 6 = 0, b = 2a 

? ” b = a, 6==4a (mod5). 

’ » b — 3 a, a~ 0. 


r juger de la classe de 7, on a 


[-——-I —|'j. + 3g ] 
\- a + bQ j [a-f&eJ 
la loi de reciprocity 


2J-3q2> 
-f- b q 


r^LrtAe] \±+±q 1 

?J 2 


f— 

la + ^J l2 + 3 e J jg-fjji 
°~0 <m ° d7) ’ attendu qu’on a, en gdn^ral, 
f?-+/Sl |a + /So 2 l 








il vient 


[a + b~J\ [ 2+3 e J [2 + 3 e 2 ] — [2 + 3 e®]-- e> - 9 ’ 

de sorte que 7 appartient h B. 

Lorsque a n’est pas divisible par 7, mais qu’on a 
b = ax (mod 7), 

il s’ensuit 

r 7 1 [ 1 +agg l fl + sg] 

Lft -f- b £j [2 -f- d 1_2 —j— 3 @ 2 ] ’ 

et x peut presenter les valeurs 

0, 1, 2, 4, 6, 

mais non les valeurs x = 3 et x = 5, car celles ci rendraient 
p = a 2 — a b 4- b 2 = a 2 (1 —■ x + x?) 

divisible par 7. 

On trouve maintenant 


x = 0 

trd 

= 1, 

x = l 

krd 

= e 3 > 

x = 2 

fcre! 

= l, 

x = i 

b-VJ 

= *’ 

x — 6 

fcrcl 



de sorte que 7 appartient a 

A, lorsque b == 0 , b = 2 a 

B, „ & = 4a, a = 0 (mod 7). 

C, „ b = a, b = 6a 

De la mfetne mantere, ou par induction, on reconnaltra que 
11 appartient & 

A pour b eee 0 , & = 2a, 6 = 4 a, & = 5a 

B „ 6 =s 3a, b = 6 a, 5 = 9a, a = 0 (mod 11), 

C „ 6 = a, b = 7 a, b = 8a, b = 10a 




appartient 

a 








ur b 0, 

h 

2 ft , b 

;i (i , h 

S It 




, b a , 

b 

H ft, b 

11 u, b 

1 

2 ft (m«» 

4 i:i), 



, b ft ft, 

b 

7ti , b 

!J it , ft 

f 1 





appartient 

k 






(mod i/) } 

ur b o» 

b 

11 , b 

2 ft , 

If 

t*, 

ft 

lift, (I 

u 

, b 8 rr, 

b 

7 ft, b 

K it , 

ft 

1;! ft. 

ft 

i;i«, ft 

H <* 

, b 4 ff, 

b 

ft ft * b 

tl ft , 

ft 

lo n, 

i # 

I 1 ft , ft 

1ft a 

appartient 

k 






(Mod HI), 

ur b 0, 

h 

ft, b 

« ft , 

ft 

lUf| , 

ft 

IK it, a 

0 

, b ft a , 

b 

nft, 6 

B*ri, 

ft 

14 «« . 

i* 

bn*, ft 

l?t* 

, h H ft» 

h 

4 ft , It 

1! ft , 

ft 

7 ft , 

i. 

*.» it , ft 

15 a 

appartient 

k 






| f t}f mI 

28), 

ur b 0, b 

it i, 

b fi«, 

b fit, 

1. 

mi, ft 

HU, 

ft Un, ft 

iftu 

, b ft, b 

Uft, 

b Bit, 

If lUtt, 

ft 

IVm ft 

I Hu. 

ft Hii, ft 

22 <t 

, h Hft, b 

4 «, 

b 10(t, 

b Mu, 

ft 

Hit, ft 

itmi. 

i» 2 1 «t, ti 

0. 


La consideration do ces theorftmes parueultm* dumie lien aux 
rques suivnntea. 

ur la commodity, Ich nmnbren premiers rM% dr la forme Hu.- i, 

•estent au.ssi nombren premiers dans la theorir eomplexr, arront 
;n6> ici par y> les nombrrs premiers dr la lorinr :i« }- 1 par I* 
Un nombre premier 14 apjatrtirnt, lumper* u n aux 

. U -4- I 

tin A, B, V suivaut quo ^ est dr la forme 8 m, l\ m |-l, 

- 2 , 

Un no mb re premier V appartient, lomjue » u (m«*d L), aux 
es A, B, 0 suivant quo * g * est dr la forme 8 m , li m f- I* 

M- 

Dans les can ft 0, b 2«, le nombre premier I* ou Q itpfMjf- 

toujours h la clause A. 

Quand le nombre premier appartient k A f*our a o, il apj*ar« 

aussi k A pour b a vt pour b a. Si, mi euntraire, le 
bre premier fait partte de la classc B mi C lorsqut: u 0, il fait 
e, pour b a et b —a, de la claw? t; mi li 




5. En general, les crit&res sont de la forme suivante: 

Si a est 0, le nombre premier appartient k une classe ddtermitide. 
Si a n’est pas =0, on a b =ax, et pour chaque valeur de x le 
lombre premier appartient k une classe determine, de sorte qu’on 
>eut distribuer les valeurs de x en 3 groupes, tels que 

pour br^aa, le nombre premier appartienne k A, 

» b = „ „ „ „ „ B, 

» & = a y, „ „ n „ „ C. 

II faut encore ajouter le cas a = 0, qui correspond aussi k une 
rlasse d^terminde. 

Or, le nombre total des congruences qu’on trouve de cette manure 
ist le m£me pour chacune des trois classes et = ou = — 

6. Lorsque x et y sont deux nombres satisfaisant k la congruence 

x-\-y —xy = 0, 

;t que x appartient k a, y appartient dgalement k a. Mais si x = p 
m = y, y appartient respectivement aux y ou aux p. 

Si x y = 1 et que 1 appartienne aux a , on a 
pour X = a' y — a", 

* x = p' y = v\ 

„ »= y' y — P'- 

Si xy~l et 1 = p, on a 

pour x = a y—y i 

» x = P' y — P"> 

„ X = y' y — a'. 

Si xy~ 1 et 1 = y , on a 

pour x = a y — P, 

v x =p y= a ’ 

„ x = y y — y'- 

34. Quant k la demonstration de ce qui vient d£tre dit, la re- 
narque 5 est la seule qui demande quelques considerations nouvelles; 
ut le reste n’offre, aprfcs ce qui precede, aucune difficulte. 

Je vais done prouver d’une mantere generale la verite de cette 


remarque 5. II faut pour cela distingucr les cas oil le nombrc pre¬ 
mier est = Q ou =P; com melons par le premier de ces cas, qui 
est de beaucoup le plus simple. 


35. Lorsque le nombre premier Q est de la forme 3 n l , ft qu il 
reste par consequent premier aussi dans la thdorie des no mb res 
complexes de la forme a-]-&{?, on a d’apr&s la loi de reciprocity 

r q_. i_r« + & ©|. 

[a -j- 5 gj [ Q J 

Soit d’abord a:.jO (mod Q); dans ce cas 


Mais 


Q . \b Q . 

(x -j- b q , Q . 


Q +1 


X (Q - 2) 


est un multiple de 3 et 

0 s —l_(Q + i)(« —2) l 

3 3 ~~ 3 ’ 

on a par consequent pour a 0 (modQ), 

_9..i ’t' 

« + &eJ 8 ’ 

d’oii ressort Texactitude de ce qui a 6t6 dit an n° 33 eu L 
Si a n’est pas divisible par Q, x est compldtement ddterinind par 

b---:ax (mod Q) 
et 

\ _Q __ I_g|_rl -j- xq) 

La -j- 6 L Q j I Q r 

ce qui montre d6j& que la classe k laquelle appartient Q ddpend 
umquement de x; pour x on peut d’ailleurs avoir dvidemment les 
nombres 

0, 1, 2, 3, Q — 1 . 

[1 ne reste plus qu’S. rdsoudre cette question: parmi les Q quantitds 


(* = 0, 1, 2, 3, Q — X) 



imbien y en a-t-il d’dgales k 1, combien d’dgales k g f combien 
dgales k q 2 ? Nous considdrons un systeme complet de nombres 
>n divisibles par le module, systeme pour lequel on peut prendre 
s nombres 

a + p Q 

(“ =0, 1, 2, 3, .... <2-l) 

combinaison a = 0, fi = 0 devant seule 6tre omise. Si nous rap- 
)rtons ces Q 2 — 1 nombres d’apr£s leur caract£re cubique k 3 groupes 
, B, C, 

■A- a o 4“ Po Q j • • • 

B a i + Pi Q i • • • 

c a 2 4" @2 6 i • • • 

tacun de ces groupes contient 


Q 2 -l 

B 


= (Q - 1) X 


Q + l 

B 


>mbres, quotitd qui est done un multiple de Q — 1: et les nombres 
els qui correspondent k p = 0, savoir 

1, 2, 3, Q — 1, 

ipartiennent tous a A, d’od il ddcoule que lorsque a -f- P Q fait 
irtie d’une certaine classe, les nombres congrus avec 

1 (« + /*<?), 2(a-f/?<?), (Q-l)(a +/?<?) 

nt aussi partie de cette classe. Si a n’est pas dgal & zdro, les 
>mbres 

a, 2a, 3a, ..., (Q — l)a 

is dans un certain ordre, sont congrus, suivant le module Q, k 

1, 2, 8, .... Q — 1. 

Les nombres d’une classe, chez qui la partie rdelle n’est pas zdro, 
:uvent done &tre divisds en groupes de Q — 1 nombres, de telle 
rte que dans chaque groupe se trouve un nombre de la forme 

f xe- 


II ressort de \k que les quotitds des nombres 1 +xq qui rendent 
egal k 1, q ou g 2 , sont 


Q-2 

3 ’ 

Q + i 

3 ’ 

lorsque 

O 

UK 

Q+1 

3 ’ 

Q —2 

3 ’ 

lorsque 

UK' 

Q + i 

3 ’ 

Q + i 

3 ' 

4=?, lorsque 

ii-h 


t comme, en outre, nous avons trouvd ci-dessus que, pour 
a = 0 (modQ), 

appartient aux classes A, B ou C suivant que est 6gal k 1, q 

q 2 , Tenoned 5 du n° 33 se trouve enticement ddmontrd pour le 
is ou le nombre premier est de la forme 3 n — 1. 

36. Lorsque le nombre premier dont on veut reconnaitre la prd- 
2 nce dans les classes A, B, C est de la forme P = 3w-J-- 1> il s’agit 
e determiner la val'eur de 

trFrJ* 

n’dtant pas un nombre premier dans la thdorie complexe, on doit, 
vant de pouvoir appliquer la loi de reciprocity, decomposer P en 
-s facteurs premiers primaires 

P = (A + Be)(A + Be a ) } 

t on a alors 

[ , p .1 — : \ a + ftg 1 [ a-f Eg 1 

[ct -f- b £>J LA -f B gj [A-f-Bp 2 ) 

Done 

pour a = 0 (modP) 

[sTfcel = [xTBi] [aTb?] = ®> 

pourarc=6 (modP) 

f_?_] _ f 1 f i x q 1 

La -f- b eJ [ A -f B ©J LA -j- B e 2 J" 



)u premier rdsultat, pour ar= 0, ressort la justesse de la seconde 
arque du n° 83. 

'omme P est de la forme 3w-fl, la congruence 
x 3 EE 2 1 (mod P) 

•ois racines diffdrentes, 1 , f, g (ou f~ g 2 ). 

.es deux valeurs — f, — g ne peuvent maintenant 6tre dgales A x 
la congruence 

b~ax, 

de b = — a f il rdsulterait 

a 2 — ab -\-b 2 ~a 2 (l ff 2 ) eee 0 (modP), 
sorte que le nombre premier 


p —a? — a b -f b 2 

lit divisible par P. 

)’apr£s cela, les valeurs que x peut prendre sont 
0, 1, 2, 3, P — 1 

f omission des nombres P — f et P— g. Leur nombre est done 
■ 2, et il s’agit de rechercher pour combien de ces P — 2 valeurs 
tg Texpression 

ry-aie] [ l + xq i 
lA + B"d LA+B e a j 
uiert les valeurs 1, q et q 2 . 
i fais remarquer encore que 

[a + bJ =s 3 

jue, pour a = 0 (mod P) on avait 

p 1 2(P-1) 

8 • 


ansi, lorsque q , pour le module A-f-Be, appartient k la classe 
B ou C, il arrive simultandment que P, pour le module a-j-bg 
ce qui est la m£me chose, pour le module r6el p ), appartient 
i classe A, C ou B. 


7. Un nombre arbitraire a-f-/?e etant donnd, on peut toujours 
ver un autre nombre qui lui soit congru suivant le module 
- B q et dont la partie rdelle soit 1. 


La division d’un syst&me complet de nombres non divisibles par 
module, en trois classes, d’apr£s leur caractfere cubique, peut done 
re reprdsentee de cette manure 

(mod A + B q) 

A a == 1-f-a e, a' = l-\-a , Q ) a" = 1 -j- a 1 ' q, ... 

B fi = l + b e , p = l + &'e, fi" = i +b" Ql ... 

C y = l-\-cg ) y' = 1 -j- c' g, y" = 1 -j- c" q, . . . 

comme, de 

(1 -j- a q) ~ 3 ~ ^ eee (A -j- B q) (C -f D 

suit 

p-i 

(l+flfi 3 ) 3 -^-(A + B^^G + Dr), 

classification pour le module A-f-Bg 2 peut simultandment &tre 
presentde par 

(mod A -f- B q*) 

A 1 -f -ciq 2 , 1 4- cl 1 e 2 > 1 4“ a " 

B 14 - C Q 2 , 1 4“ c ' Q 2 i 1 4 - c" q ”, .,. 

C 1 4- b f? 2 , 14 - 6 ' f f, 1 4- b" g 2 , ... 

Les nombres a, 6 , c, a 1 , b\ c', a", b", c", ... forment. dans leur 
emble, tous les nombres du groupe 

0, 1, 2 , 3, P— 1 , 

I’exception du seul nombre qui est = — q 2 (mod A 4- B g) et qui est 
agru suivant le module P & un des nombres — f, — g. Les cas 
Pon a 

P+«e l f 1 + ^e 1 _ , 

lA + B ff J U+B/J - 1 

it evidemment 

[l+l ^] =1 « simultan^ment 

[r^lJ =e et simultan^ment [^ 5 ^ 5 ] = e a . 

[^||]=e 2 et simultan^ment [i±|£_ 2 ] = e . 



Or, est dgal k 1 pour 2 ; = a, a', a",..., et pour qu’on ait en 

6me temps ^ ~ ^ ^ faut done que 1-j-ag soit congru 

ivant le module A-J-Bg 2 k un des nombres 1-f-ag 2 , 1a' q 2 ,.. 
sst-A dire 

l + ae = l + a'Q 2 (modA-j-Bj? 2 ); 
ciproquement, s’il est satisfait k cette congruence, on a 


1 + ag l _ 1 r i + ttg i 1 
A -f- B £>J 1 L A -f- B q 2 \ 

e nombre des fois oil ce cas se prdsente est done dgal au nombre 
is solutions de la congruence ci-dessus. En raisonnant d’une ma- 
hre analogue pour les deux autres cas 


l+XQ- 

LA -j- B q\ 


— q, 


±.± X( L 

AVBq 2 


1 +xq ' 

lA + BeJ 


= q. 


1 4 ~ X Q 
A-j-B Q* 


= g, 


1 trouve que le nombre des fois oil 

fi + sgi r i + gg i 
Ia + acJ U+b^I 


2 vient dgal A 1, est reprdsentd par la somme des nombres de 
dutions des trois congruences 


1 -f- « Q = 1 + a> £ 2 
1 -f- & ^ == 1 -f- q 2 (mod A + B q 2 ). 

1 -j- c e = 1 4“ c' Q 2 

On reconnaltra, de mfeme, que le nombre des fois oh l’expression 
Acddente devient 6gal A q et A q 2 est exprimd, dans le premier 
is, par la somme des nombres de solutions des congruences 


i-f-&e^i-j- a e 2 

1 -f c e “ 1 4- 6 e 2 (mod a -j- B q 2 ) 

l-f-ag^El + cp 2 


it, dans le second cas, par la somme des nombres de solutions 
ies congruences 

l -f- c q = 1 4- a e 2 

l + ag — l + bg 2 (modA + B q 2 ). 

l + bQ~l+CQ 2 

Pour pou voir appliquer directement les ddveloppements des n 08 25—28, 
1 est un peu plus facile de considdrer seulement des congruences 
mivant le module A 4-Be, de sorte que, rempla^ant partout dans 
ies formules prdcddentes q par q 2 et ddsignant par t, u, v les nom- 
nres de fois que 

i+sg] v [i + flg 
A + B d X IA -p B (0 
ist respectivement dgal 1, q ou q 2 , nous dcrirons: 

! = somme des nombres de solutions de 

14 - a e 2 = l -f p 

l-j-6e 2 ==l -t-b'e (mod A 4-Be), 

1 4- c e 2 = 1 4- c' e 

it = somme des nombres de solutions de 

i4-&e 2 E=i4-ae 

l-\-c Q 2 ~l-\-b q (mod A 4-Be), 

l-\-aQ 2 ~l-\-CQ 

i> = somme des nombres de solutions de 
l-\-c a q 

\ + a Q 2 ~l-{-bQ (mod A 4-Be). 

1 b Q 2 C Q 

38. A ce sujet, il convient encore de remarquer ce qui suit. 
Parmi les nombres a, b, c, a', b’, c' ne se trouve pas Tun des deux 
nombres — — g. Supposons que ce soit — f, de sorte que — g 

s’y trouve. II n’en est alors pas moins Evident que cette valeur 
— g ne peut se presenter nulle part dans Tune des congruences 
ci dessus; car, de 1 4“ a g 2 = l 4" a> Q 011 ag 2 = a' g par exemple, il 
suivrait, pour a== — g, a 1 = a g~ — e 2 = — f (puisque f— e 2 et g — g 
[modA4- Be)) ; or, la valeur a' = — f ne se prdsente pas. Comme, 
parmi les valeurs & prendre pour x, ne se trouvaient ni — f ni — g , 


en ressort avec Evidence que les expressions ci-dessus donndes 
ur t, u et v sont rdellement exactes, lorsque les nombres a, a', 
b' } c, d qui entrent, dans les congruences, sont choisis de toutes 
5 manires possibles dans les groupes a, a', a", b\ b", ...,c,d,d ',... 
E 11 introduisant, an lieu de a, b,... les nombres a = 1 -f- a q , 
= 1 -| -bg, on trouve, par exemple, que ag 2 ~a' g se transforme en 
q (a — 1) = a' — 1, 


a' — g a = 1 — g, 

en agissant de m£me avec les autres congruences, on obtient les 
pressions suivantes 

= somme des nombres de solutions de 
a' — @a = l — Q 

p' — gp~ 1 — g (mod A -J- B g), 
y' — gy^l — g 

= somme des nombres de solutions de 

a — g p~l — g 

p — gy~ 1 — q (mod A -|- B g) , 
y — g a~ 1 — g 

= somme des nombres de solutions de 
a — gy — l — Q 

p — q a = 1 — g (mod A -|- B g). 
y — gp~l — g 

Dans le premier membre de ces congruences le signe — peut 
rtout £tre remplacd par -}-, puisque deux nombres X et — X appar- 
nnent toujours k la m£me classe. Ce remplacement dtant efifectii, 
toutes les congruences dtant en outre multiplies par le nombre 


ler. 


P — 3 n 

1 — g~ 1 — g 


= n (1 — g 2 ), 


vient: 


somme des nombres de solutions de 


+ (modA + Be), 

y' e r + 1 = 0 


u = somme des nombres de solutions de 

a4-e^4- 

^ + (mod A + B q) , 

Y + QV + IeeO 

v — somme des nombres de solutions de 


<*+ QY + 1 = 0 

p ga-{-l~Q (mod A-}-Bp). 
y + QP+ 1^-0 

On arrive it ce rdsultat dans chacune des trois suppositions qui 
peuvent dtre faites, it savoir, que n (1 — q 2 ) fait partie de la classe 
A, B ou C. Cela tient dvidemment it ce que les groupes de 3 con¬ 
gruences, qui viennent d’etre trouvds, sont tels qu'il^s n’dprouvent 
aucun changement par une permutation cyclique de a, ft, y. 

II y a maintenant trois cas k distinguer- 

I. q appartenant ii A, ou =: 

Dans ce cas, on a ga = a", q p — p ", q y — y", et par consequent 
tfU)V sont les sommes des nombres de solutions des congruences 
suivantes 


t 

a-\-a' -f -1 = 0 , 
/? + ^ + l = 0 , 
y-\r / 4 - 1 = e 0 , 


a-f l-= 0 , 

ft 4- y 4* i ^ o, 
y 4- a -J- 1 == 0 , 


V 

cl —j— y —|— 1 ; r 0 , 

^ + « + i o, 
y + /* + i o, 


3 u, d’aprds le n° 25, si les rdsultats trouvds 5. cet endroit pour le 
lombre premier a -f- b q sont transportds au module A -j- B q avec la 
lorme 3 n -J- 1, 


t — h -j- k -j- j — n — 1 , 
u =j -f- 1 -\-k = n , 
v — k -f -j -j -l = n. 

D’aprds le n° 36, on a dans ce cas, pour a~ 0 , —= 1 . 

F ' L« + &el 

II. Q appartient a B, ou [ 7 — 7 ^ 5 —1 = Q- 
lA -f- a q\ 

t, u, v sont alors les sommes des nombres de solutions des con¬ 
gruences suivantes 
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t 

a + /J + l==0, 
P + 7 + 1 ^ 0 , 

7 4- a + 1 = 0 , 
-i bien 


u 

aJ rY + 1 = 

/? + « + ! = 

7 + P +1 = 

t = n, 
u=n, 
v — n — l. 


= 0, 
: 0 , 
= 0, 


a -f a' -f 1 ~0 , 

/5 + /T+1-0, 

y + / + 1 = 0 , 


D’aprks le n° 36, on a dans ce cas, pour a = 0 —i- 1 

' [a-\-b Q \ 

III. q appartient k C, ou 


a + bJ-^ 

m, v sont alors les sommes des nombres de solutions de 
t 

i 

a -}- a' + 1 = 0, 

^ + ^ + 1 = 0, 
y +/ +i=o 


a + y+ 1 = 0, 
/5 + a + l=0, 
7 +/J + 1=9, 
bien 


a + ^+1 — 0 , 
/? + y + l==0, 
y + a + l = 0, 


t = n, 
u — n — 1, 
v~n. 


D’apr&s le n° 86 , on a dans ce cas, pour a = 0, - j = q. 

Par 1 k se trouve ddmontr£ tout ce qui a 6t6 dit au n° 33 con- 
rnant la forme g6n6rale des caract&res qui permettent de recon- 
Itre & laquelle des trois classes appartient un nombre premier 
nn£. 


39. Quant aux autres 6nonc£s du n° 33, il suffira de remarquer 
e ce qui a €i6 dit en 6 r^sulte imm6diatement des formules 
[1 +flg | [ l+yg 1_| l — xy + jx + y — xy)g ] 

I Q J L Q J~l Q I 


+ ®£| fi + agg 1 f l + yg ] [i + yg 1_ 

+ b*?J [a+b^J [a + b q) [a+b^J“ 

_[ 1 — -xy-{-(x + y — xy)o \ [ 1 — x y + (x + y — x y) q 
“[ A + B g J I A + B g 2 j 


18 


» la remarque, que pour h 2u h* munbtr prrmirr *«, fi, ? t 11,,.,} 
rtient toujours la classe A, on pent (’tu'un- d» duirr uue con 
cnee qu’il puratt utile d<* nntrr it i. Puisqnr, a r.tnsr dr 
4 /> ■-= 4 (tr - a 1* f- h ; ) ~ 12 u i*y | a i* 
fait pan panic tics far tears prrmirr*. de 2 a l» H i! s'ensuit que 
les faeteurs premiers tie 2 a U s«u»t ilrs rrsidws eubiques de p t 
»ar consequent 2 a — h lui-mdme r*t rdsidti t ubiqur dr p. 


A vxt memo rdmdtat conduit uuvu la uonHulrrutinn suivante, 


mt autre nature. 


it y = H n f-1 et supposons que * parrotin' tin syMdme cnmplrt 
lOinbres incon^rus, nun divisible** par lr imitlnlr « Ij^de 


(*"+if ~-f... h ”" 7 !;■" 11 *-1. i-1 


X (*" + If 


t) 2 » (2 n ■ 1), . . f« f l) 


(!««»<{ cl It 


lis, d’un autre e6td, les nombren s \ ,., ioniimii imn tle.s residus 
[ties de a -|- ^ {»» ehaque rdsidti ef.tnt e* rit m Um t rt p.irmi ten 
>ren # H 4 * 1 il y en a dune: l\ h qni appartienumt a la ebme a * 
B, 8 k tl C; par consequent, on a atmi 

X (a 8 • f* l 8 h f* 8 k |» p «i / 1 *" (mod« p i*vh 
l’aprfcs les valours du n M 28, 

X(#flp a h 2 — lif,*. 

en rdsulte 

!)...(« f- U . . s „ , , , , , . 


1. 2. 8. ... n 


u if it y itti — li imtidii |- h%>\ % 


rte qu on a siussi 

‘i,a~b »«<a»--U...(« f-l) 

1. 2. H, ... H 


{ttunlp—ziln }-!| 


nence remarqliable, dounde pour la premiere fob par Jacobi, 
le Journal de Crelle, t. 2, et demt la demonstration est ordi- 
^nent ddduite de formules employees dans la thdnrie dr !.t divisum 
srcle. 





En 6crivant cette congruence sous la forme 

(1. 2. 3. ... nf(2a — b)= — L 2. 3. ... (2 n) (modp), 
et en observant que 

2 n -j-1 = — n , 

2w-j-2 = — (w —1), 

2n-\-S~ — (n~~ 2), 


3 WEI — 1, 

que n est pair et 1. 2. 3. ... (3«) = —1, on obtient 
(1. 2. 3. ... nf(2a — b)~l (modp), 
d’ou il ressort imm6diatement que 2 a — b est r6sidu cubique dep, 
ainsi que nous l’avions d£jk trouv£ ci-dessus, par une voie toute 
diff£rente. Cette premi&re demonstration nous avait appris, en outre, 
que tous les diviseurs de 2 a — b sont des r£sidus cubiques. 




XI. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 95 , 1882 , 901 — 903 ). 


Sur un theoreme de M. Tisserand. 
(Extrait d’une lettre adress6e k M. Hermite.) 


Soit 

T = [fa - c x f + (x, - c 2 f + fa - c,f + fa - c.fr 1 ; 
rs 

I 

cfa ' ~bx\ ' ' dx\ 

Posons 

x x — r cos u cos x, c x = a cos u’ cos x\ 
x 2 = r cos w sin a, c 2 = a cos u' sin x\ 

% = r sin u cos y , c s = a sin u' cos y\ 

%^ — r sin u sin y , c^ — a sin u' sin y'\ 

aura 

T = (a 2 — 2 ar cos 9? + r 2 )" 1 > 


. . cos cp = cos u cos u' cos (x — x') -f- sin u sin u' cos (y — y ’), 
par Tintroduction des variables r, u, x , y, liquation ( 1 ) se trans- 
me ainsi 



En ddveloppant T suivant les puissances ascendantes de r, on a 


T = y r w sin (n -f- 1 ) <p __ V^r" 
~-'a w + 2 sin 95 2Ls a »+2 > 



et, substituant cette valeur dans ( 3 ), on obtient liquation diffdrentielle 

uivante pour VM== 8 * D {n -\~ l)cp ^omme fonction de u, x> y 

sin 9 o > > & 

par la substitution (2) 


( 4 ) 


d 2 y( W ) 

~HT‘ 


^2y(n) 

C^ 2 "f" c 


c)2y(n) ^y(w) 

+ 2c ot2M-^ r + n(fi + 2)VM = 


V (M) est une fonction entikre du degrd n de cos 9?, et 1’on aura done 
(VW = + 2 £ R cos i (x - x') 

j + cos k (y — y') -f- 422 R/"£ cos i (x — x f ) cos k(y — y'). 


II est Evident que Ton n’a quk considdrer les R/"£ ou n-\- i-\-k 
est pair. Les sont des fonctions entires de cos u cos u 1 et sin u sin u', 
et Ron voit facilement que R/”jj. doit contenir le facteur (cos u cos u') { 
(sin u sin u'f. 

Maintenant, & l’aide de ( 4 ), on obtient 


( 6 ) 


d 2 R}% 

~dJ~ 


+ 2 cot 2 u 


<i*£l 

du 


+ w(w + 2)‘ 


cos* 3 u sin^ u\ 


En posant 


B,}% = cos 1 u sin* u S/”i, 


t = sin 2 u , 


Tdquation (6) devient 
d*S£l 


oh 


«i-0-^F+b'-(« + /S+i)fl 

_ i-\-k — 1 




= 0 , 


2 ’ 

i+i+n+2 

A--2-> 

r = * + i- 


C’est l’dquation de la sdrie hyperg6om6trique; done 
S$ = &$(a, p, y, sin 2 u), 

S dtant inddpendant de u. On voit que est une fonction enti&re 
de sin 2 w, a £tant un nombre entier ndgatif. 


en corn:!ut fnnlnucm ia valour .suivaiitr dr 

| ltj"J •— f',%' (com u vm uf (niji ti win u'f '$ (•», fi t ;■» we m| 

| >< $ (*u iK *m' « }, 

J rst unt‘, constants mtmeriqur. 

>tiens la valour tie r‘j[ ni posam u u\ hih u I. 

I’on compare alors, dans IVajuation {6), In (murs avrc r, un 
mt an ddveloppcmcnt 

(com tj <— cub a p 1 If,' 1 * rtw i.?■ cottA' */, 

est facile tl'obtenir d*une mamrrr dircrtr vn expiimurn In 
es in t6g rales d d fin Sen, 

I’on pose u = w # “> | J, a*' - n> >/' o dans In etpia turns (f») rt (?), 
tom be stir In formule np^ciale olneimr jnrnr la premiere ftns 
I. Tissrraml (Comptes rcmiua, t. xh rt HU) 


XII. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 95 , 1882 , 1043 — 1044 .) 


Sur un theor&me de M. Tisserand. 
(Note pr^sentde par M. Hermite.) 


J’ai conduit & la generalisation suivante de la formule donnee 
ms ma communication precedent^. 

Posons 


P< n >(p, x) = 2 n - 


n »+-* 


13 (n) 


+ 


M n {n — 1 ) 

X 2(2n + p-sf 
n(n — l)(n— 2 )(w- 


■3) 


2A.(2n-\-p — 3) ( 2n-\~p — 5) 


etant un nombre entier, non negatif, p un nombre quelconque. 
On a, en particulier, ' 

2 

P (M) (1, x) = — cos nu, x = cosu, 


?M%x) — Vn Xn, 

PW( 8 , g ) — 8in (” + 1 ig. 
v ' sin« 


Je remarque que, en accord avec la definition ( 1 ), on doit prendre, 
ns les formules suivantes 


wP( n > ( 1 , x) = 1 pour n — 0 . 

Ces polynbmes ont 6t6 etudies, sous le nom de fonctions spheriques 
ord rep, par M. Heine, et Ton a 


n 


f P-Z \ 

V 2 ) 


tul 

(l-2ax-\- a 3 ) 2 


^ a n PM{p,x), 
0 


— log (1 — 2ax + a2 ) = ^ a ” p(w) ( i i x )- 



aisons maintcnant 

.X = x con « am «' 4* If «» « «'; 

3 jc dis qidon aura 

p(»)(p ? X) = XXci,* (r,o« u cm uj W» w »in «’f 

X*f + *~". ' + M " + ’’ \ * + «i«'«') 

x a '• *1 

l sommation attend & unites les vakurs cttikret non negative* 

et de k, qui rendent n i~~k pair rt non ndgatif 
a valeur de la constants mimtiriquc fa esf la snivante 

u( n “‘ + *+' , ; !, ) H| H + , a ) 

x «rn i, ( a+p 4 8 ) n (*+ ; ' 4 i )<^ *+ p 7*i 

iur p = 8, u = u', on retrouve h formute clc M. Tiwcramb 
l’on pose u = « / = 0, tons leu termes dans IrMpiek k nt»t pas 
It isdro disparaissent, et Ton obtiem let d6velc>|»fx*ment de V tm *(p, x) 

ant lea polyndmea l ,(< > ^ ~ \ .*■)■ 






XIII. 


-nsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9, 1882, 196 — 197.) 


3 van de stelling, dat eene geheele rationale functie 
ijd, voor zekere reSele of complexe waarden van 
de veranderlijke, de waarde nul aanneemt. 

dgende bewijs van dit fundamentaal-theorema der stelkunde, 
1 zooverre de hulpmiddelen der integraalrekening te hulp 
worden, eenige verwantschap met het derde bewijs van 
Verke, III, p. 59 ). De wijze echter, waarop de tegenspraak 
wordt uit de onderstelling, dat de stelling niet waar was, 
eheel anders. 

) = z n -J- az n ~ 1 -j- bz n ~ 2 -f- ... eene geheele rationale functie 
w den g r aad, en voor z = x-\-yi 
f(z) = u-\-vi. 

ncties u en die geheel rationaal in x en y zijn, hebben 
roor het volgende wezenlijke eigenschap, dat hoe groot een 
□ok gegeven is, men altijd een getal R zo6 groot kan be¬ 
at voor alle waarden van x en y, die aan de voorwaarde 
x 2 -f y 1 ^ R 2 

w 2 -j- v 2 grooter dan A is. 

» niet noodig bij het bewijs van deze bekende eigenschap 
taan; en ik merk hier alleen op, dat zij ten slotte daarop 
lat de „norm’ 5 van het product van twee complexe getallen 
aan het product der normen van de factoren, en dat dus 


(x + yif—p + qi 


tegelijkertijd identiek 


(aj a + » 8 )" = P a + 3 2 


Bewezen moet worden, dat er (refiele) waarden van x en y zijn, 
e gelijktijdig u = 0 en v = 0 maken 

Inderdaad, bestonden er zulke waarden niet, dan zoude 
w = log (w 2 + v 2 ) 

ne functie van x en y zijn, die de volgende eigenschappen had. 
Ten eerste, w zou voor alle waarden van x en y eindig en con- 
iu zijn, en gedeeltelijke afgeleiden naar x en y hebben van alle 
den, die evenzeer eindig en continu zijn voor alle waarden van 
en y. 

Ten tweede, de functie w voldoet aan de vergelijking 
b 2 to . b 2 w _ n 

Dit laatste is duidelijk, wanneer men bedenkt, dat log (u z + 
it re^ele deel is van de functie log f (z) van de complexe veranderlijke z. 
aar men kan het 00 k direct toelichten, wanneer men bedenkt, dat 

bu b v bu d v 

bx by ’ by bx 


Men heeft namelijk 


d M , c) v dv c )u 

Us -r V -7 — U s - v sr— 

_ o ° x dx _ 9 dy d y. 

d X U 2 -}- V 2, U 2 -}- V 2 


d W 


h , d v 
x Us —h v x~ 

— 2 ° y — 
d y u 2 -\-v 2 


= 2 


<) V . C )u 

- u r* + v ^ 

U 2 -}- 


^( arctg “«j- 

- 2 ^( arctg T)- 


as 

C ) 2 U) ,b 2 W _ 

Maar voor de functien, die de eigenschappen hebben, waaraan 
er w voldoet, geldt een theorema dat, — wanneer men de veran- 
irlijken x en y meetkundig voorstelt, door de punten in een vlak, 
arbij de veranderlijken x en y rechthoekige coOrdinaten zijn, — 
tarin bestaat, dat de waarde van de functie in een willekeurig 


unt even groot is als het gemiddelde der waarden, die de functie 
anneemt op den omtrek van een cirkel, waarvan dat punt het 
liddelpunt is. Dus scherper in eene analytische formule uitgedrukt 

i n* 

w (aso, Vo) = a" / w (x 0 -j- R cos cp , i/ 0 -f R sin <p) d <p. 

0 

lie bijv. Rieman’s Inaug. Diss. Art. 10, Gesamm. Werke, p. 20.) 
laar dit voert hier blijkbaar tot eene ongerijmdheid, want men kan 
, altijd zoo groot aannemen. dat 

w (a?o + R 008 <P » 2/o + R sin <p) = log ( w2 -f v 2 ) 
oor alle waarden van rp , grooter is dan een geheel willekeurig aan 
j nemen getal. 

De onderstelling, dat er geene waarden van x en y zijn, die tege- 
ij kertijd M = 0.en v = Q maken, moet dus valsch zijn. 


XIII. 


(Amsterdam, Nieuw Arch. Wisk., 9, 1882, 196— 197 *) 
(traduction) 


Preuve du theoreme, d’aprfcs lequel une fonction enti&re et 
rationnelle s’annule pour certaines valeurs reelles 
ou complexes de la variable. 

La preuve suivante de ce th£or£me fondamental de l’alg&bre poss&de 
uelque analogie avec la troisi&me demonstration de Gauss (Werke, 
[I, p. 59); en effet, nous nous servons dgalement du calcul integral. 
fais la facon dont la contradiction est ddduite de Thypoth&se que 
; theoreme est faux est tout autre dans cet article. 

Soit f{z) = z n + a>z n ~ x -f- bz n ~ 2 -j- ... une fonction enti&re et ration- 
elle du degrd w, et supposons que pour z = x yi on ait 
f (z ) == u -j- vi. 

Les fonctions u et v enti&res et rationnelles en x et y poss&dent 
lors cette propriety qui nous sera n£cessaire dans la suite que, 
uelque grand que soit un nombre donnd A, on peut toujours 
eterminer un nombre R de grandeur telle que pour toutesles valeurs 
e x et de y qui satisfont k la condition 

+ i/ 2 ^R 2 , 

expression u 2 -\-v 2 est superieure k A. 

II n’est pas ndcessaire de nous arr£ter & la demonstration de cette 
roprietd bien connue; je me contente de faire remarquer que la 
dmonstration repose en dernier lieu sur ce fait que la norme du 
roduit de deux nombres complexes est dgal au produit des normes 
es facteurs et que par consequent lorsqu’on a 

( x + yi) n = P + qij 


• •iiirwH. ill JK.AllU.LN.IN.ti.LLl},. 
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mfeme temps identiquement 

C* 2 4- y 2 ) n = p 2 + s 2 . 

levons ddmontrer qu’il existe des valeurs (rdelles) de % et de y 
lent simultandment u et v. 

tt, si de telles valeurs n’existaient pas, l’expression 
w = log (m 2 -f- v 2 ) 

e fonction de x et de y possddant les propridtds suivantes. 
2mier lieu, la fonction w serait finie et continue pour toutes 
rs de x et de y et possdderait des ddrivdes partielles de tous 
:s par rapport k x et k y, lesquelles seraient dgalement finies 
ues pour toutes les valeurs de x et de y. 

:ond lieu, la fonction w satisfait k Pdquation 
b 2 w , d® w _ 

d^ + ' 5 p“°* 


.evient Evident si Ton songe que la fonction j- log (u 2 -f- v 2 ) est 
rdelle de la fonction log/^) de la variable complexe z. Mais 
aussi le faire voir directement, car on sait que 


et, on a 


bu _dt> _ 

bx by ’ by~ 

b v 


bv 

bx 


d u . bv 

Uk - 4 - v x— Uk -i 

w _ p oa; d x _ 9 b y _ 

x u 2 -j- v 2 u 2 -j- 1 


bu 




d u . bv 
u - 

w _ n by by 
y—* u 2 + v 2 ‘ 


c) v . bu 

■ U u+ V 


U 2 + V 2 


bx _ b / v\ 
-=-2 t- arctg — 
bx\ b uI 


u“ w . u w _p. 

d x 2 ' b y 2 

es fonctions possddant les m£mes propridtds que la fonction w 
k un thdordme qui — si Ton reprdsente les variables x et y 
quement par les points d’un plan, dont x et y sont les 
ides rectangulaires, — consiste en ceci: la valeurd’une fonction 
joint quelconque est dgale k la moyenne des valeurs que 



■end cette fonction sur une circonfdrence de cercle dont le point 
•nsiddrd est le centre. On peut exprimer ce thdor&me plus nette- 
ent par la formule analytique suivante 

W (a*, j/o) = 2 ^/ 0 w (^0 + R 008 V, Vo 4 * R sin <p) d< P- 

r oir p. e. Riemann, Inaug. Diss., § 10, Gesamm. Werke, p 20.) 

Mais cette relation conduit ici k une absurditd manifeste, car on 
;ut toujours donner k R une grandeur telle que Texpression 
to (xq + B, cos <p , y 0 + R sin <p) = log ( u 2 + ^ 2 ) 
t superieure, pour toutes les valeurs de q>, ^tun nombre absolument 
bitraire. 

L’hypoth&se qu’il n’existe pas de valeurs de x et de y annulant 
multan^ment les fonctions u et v doit done £tre fausse. 


XIV. 

(Haarlem, Arch. Nderl. Sci. Soc Holl , 18, 1883, 1—21.) 


hielques considerations sur la fonction rationnelle entiere 
d'une variable complexe. 


1 . Soit f{z) — z n + A x a** -1 -f A 2 z n ~ 2 + • • • + A» une expression 
:ionnelle enti&re en z, du degri n. 

La demonstration donnde par Cauchy pour le thdorkme fondamen- 
de Talg&bre, demonstration qui k raison de sa simplicity est 
trde dans divers traitds 6l6mentaires (SchlOmilch, Compendium 
r hoheren Analysis; v. d. Ven, Theorie en oplossing der hoogere 
ichtsvergelijkingen), revient alors k ce qui suit. 

En supposant qu’il ne ffit pas possible de choisir x et y de telle 
-te que, pour z == x y i, X et Y devinssent nuls simultandment 
ns 

f(z) = X + Yi, 


xpression 


X 2 +Y 2 


pourrait pas non plus s’annuler pour aucun syst&me de valeurs 
x et y. 

11 en rdsulterait que cette expression devrait prendre, pour au 
•ins un syst£me de valeurs x et y, une valeur minima positive 
fdrente de zdro. Or, cela est impossible, car on fait voir que, 
Is que soient a et 6, k la seule condition que pour x = a , y = b 
repression X^-fY 2 ne soit pas nulle, h et k peuvent toujours £tre 
:erminds de fagon que, pour x = a + h et y = b -j- k , X 2 -f Y 2 re- 
ve une valeur moindre que pour x = a, y = b. 


; la manitoe dont on dtablit cr fait, ii rbsulte elairement missi 

ne pent pas non pit is aequrrir urn* valcntr maxima, 

nstanee cpii e.st d’aillr.urs isulifftormr pour la demonstration de 

hy. 

lis KX’*' -j- V ;: est 1c* moduli! tie* fU) rt, lorsqur u x , u.,sortt 
acines de l’dquation /’r;l'?=O t % a l an produit drs distances de 
\ , a.>, . .., ««. 

s simples reflexions nuftment done pour montrrr qur la propo- 
t plus d'une fois toioncde (voir, rtttre autres, Comptes remlus, 

, p. 266), quo le module de /{.i preini aux points racinex de 

ation r= o une videur maxima ou minima, doit tore inexacte. 
as 

re mieux en lumitoe Ir.x circonstancrs qui sr pmduisent ators, 
st le but des prdmitVeH consitl^rations qui vont torr ddvrloppte 
ms lesquelles je re^arderai eomme ddjA pnmvcV la possibility 
, decomposition tie f{z ) en factenrs 1 inquires 
,prim6e sons une forme puremrnt j^umetrique, la rrmarqur 
ci-dessus pent tore 6mmc£t? en vm terines: toant dowies dans 
lan n points fixes «,,et rtt outre %m point variable «, le 
lit des distances de s « n a.,.,...»<i« nr prend jamais une valtutr 
ma ou minima, sauf 1 unique le point a coincide avec un des 
s u lt q % ,, ,Plusieurs des jaunts a % , a., , .... »„ pen vent 
eurs aussi cofncider entre mix. 


Dans la demonstration suivante de rrtte proposition, il ne sera 
>rd aucunement tjuestion de xa relation aver la thto»rie des 

tions algdbriques, 

u.r point de depart, je prends done le devrloppemrnt en sdriet 
u 


g V\ —. a a cos + «* 


ci ocw f ~ J a J cm2tp — 



(trewpq* 


de pour — 1 < a < -(- l et pour ties valeurs quelcomjues de f*. 
lyveloppement pent servir de la manitoe suivante k comparer 
elles, en deux points voisins, les valours du prmbiit ties dis 
ss de g k cq, Og, ...» a*. 





Soient B et C ces deux points, r et y les coordonn£es polaires 
le C par rapport k un syst£me d'axes ayant B pour origine, R x et 
s coordonndes polaires du point racine a x par rapport k ce m£me 
ystfeme; on a alors 

C a x = Kftf — 2R x r cos {cp — u x ) -f r 2 , 

lone 

log C ct 1 = log Rj. + log j/l — 2 cos (99 — uj -f- 

En supposant r<R t , on a done, d’apr&s (1), 

1 rr 

log C a, == log B flj — 2 ^ — — cos p (cp — uj. 

p=i " 

Si R, 2 , m 2 ; R s , m s ; ... sont les coordonndes polaires de a 2i a Rl ... dans 
e sysifeme d'axes adoptd, et si r est plus petit que R 2 , R 3j on 
1 pareillement 

p==co 1 ?p 

log C a 2 = log B a a — V - -- cos p (cp — w 2 ) 

P 

log C a n == log B a 3 — V ~ ~ cosp (99 — %) 

"1JP m 


it par l’addition de toutes ces Equations nous obtenons 


2 ) . . log (C cq . C a 2 ... C a n ) = log (B %. B a 2 . 
)il 


P = OD 

• .Ba„)+ ^ 
2 > = 1 


3 ) 




1 COS p (99 — ) 

7 m~ R1 t 


Puisque B est regards, de m£me que a ls fl 2 , .. a n , com me fixe, 
D seul dtant supposd variable, nous pouvons rdduire k p k une forme 
mcore plus simple en posant 


4 ) 


M* cos a p 
M p sin a p 


^ t = n 

1 yv COSp Vt 

1 sin p ut 

PS Bf 
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[ p et a p sont alors constants et il vient 

}). Jc p = cos (p cp — Op) , 

one 

)g (C a x . C a 2 ... C a n ) = log (B a x . B a 2 ... B a n ) + M x r cos (95 — + 

4 M 2 r 2 cos (2 <p — a 2 ) + 008 (3 <P “ «a) + ■ • • • 

II doit toujours dtre satisfait ici k la condition que r soit moindre 
ue Rj., R 2 ,...; en d’autres termes, le point C doit dtre situd £t l’in- 

^rieur du cercle qui a B pour centre et un rayon dgal k la plus 

etite des distances R 1( R 2 ,.... Dans tout ceci, il est cl peine besoin 
e le dire, on admet que B ne coincide pas avec run des points 

L j fl2, . . • , On. 

En ce qui concerne les nombres positifs , M 2 , M.,, on voit 
isdment qu’ils ne peuvent pas tous dtre dgaux k zdro; mais il est 
rds possible que quelques uns des premiers soient nuls. Admettons 
ue dans la suite M x , M 2 , M s soit le premier nombre different 
e zdro, et qu'on ait par consequent 

j log (C a x . C a 2 ... C a n ) = log (B % . B a 2 . .. B a n ) + T, 

( T = M S r s cos (s<p — a s ) + M fl +i cos [($ -f- 1 ) 95 — « s +i] + . . . 

Nous avons maintenant k rechercher comment la valeur de T varie 

ec le point C, e’est-^-dire, lorsque r et 95 seuls prennent d'autres 
aleurs. 

Remarquons d’abord que la sdrie 

M s r s -)-M s +i 7 S + 1 -)-M s +2 r s + 2 -f- • • • 
st dgalement convergente, tant que r reste moindre que le plus 
etit des nombres R l5 Rg, R„; cela se ddduit aisdment de ( 4 ). 

. en rdsulte que la sdrie 

sMsKJ —(s 4 l)M«+i r — (s 4 “ 2 )M s+2 r 2 ~(s 4 3 ) M a +s * 8 —..... 
onverge aussi pour ces valeurs de r, et comme, pour r = 0, cette 
ernidre sdrie a pour somme la valeur positive s M s V\ diffdrente 
e zdro, on pourra donner aussi cl. r une valeur, positive et diffdrente 
e zdro, telle qu’on ait 

') . . sMsK^ — (s41)l^s+ir — (s 4 “ 2) M s +2 r 2 —... > 0. 



8 ) 


Simultandment, on a alors 
. r — M s+2 r 2 —... > 0. 

Supposons maintenant qu’en (6) r regoive une valeur positive sa- 
isfaisant aux conditions ( 7 ) et (8), et faisons alors varier y seul, de 
nanidre k considdrer des points C situds sur un cercle de rayon 
* ddcrit autour de B. 

De (6), il suit 


— s M s r s sin (s 95 — a«) — (s -j- 1) M s +i r s + ] sin [(s-j- 1) V — a*+i] — .. . 

it , par ( 7 ) et (8), on reconnatt iinmddiatement que, tant que la valeur 
lbsolue de cos (sy — a s ) n’est pas infdrieure k V\, T a le mdme signe 
}ue costs?? — a 8 ). De mdme, tant que la valeur absolue de sin(S99-a s ) 
- d T 

i'est pas infdrieure kV^ } ^ etsin(S 9 ?—a s ) ont des signes contraires 

Pour obtenir toutes les valeurs de T correspondant k une valeur 
ddterminde de r, il suffit de donner k y, k partir d’une valeur initiale 
quelconque, un accroissement dgal k 2 n-, ce qui fait croitre sy-a s de 
la quantitd 2 ns. 

Distinguons, dans cet accroissement, les 4 s intervalles suivants 


( 1 ). 


y> — a s de — 


i\ + 


n 

T ’ 


( 2 ) . S y — a s de -j- — cl 4 " 8. , 

( 3 ) . s y — «s de -j- 3 . — & 4 " 5 . , 


enfin 

(4 s). s y — a s de (8 s — 3 ) — & (8 s — 1 ) — 

Dans les premier, troisidme, cinquidme, ... intervalles, la valeur 
absolue de cos (s 95 — a s ) est plus grande que V\, et alternativement 
positive et ndgative. Par consdquent, dans les premier, cinquidme, 
neuvidme, .. intervalles, T est positif; dans les troisidme, septidme,... 
intervalles, T est ndgatif. 

Dans les deuxidme, quatridme, sixidme, . . intervalles, la valeur 
absolue de sin {sy — a 3 ) est plus grande que V\ ) et alternativement 



j V e et negative. Par consequent . dans le*» dm\iriw_ Mvir'-me, _ 
■vallcs, ^ est partout nej»alif. dans le\ quatru no-, litiiticme, 
’valleys, partout. positif. 

it commencement du second interval!**, I’ r*,t pusiiif pour 
- un ~ i\ la tin nr^uttf pour .v r m *t f , et dans tout I'm- 

illet ost nemttil; T devsent done, dan*. r»* srcnml ititrrvalle, 
lh}‘ ’ 

fois f*«*al A zdro. A I’ortginr du tpiati i* »tu- infr-rv-tllr*, T est if, 


tin pusiiif, et dans tout l'iutervalle ^ est posittt. T devietu 

, dans lr quatrieme interval!**, imr bus %d .'i /»to, etc 
tist dvideut quo T s'annule pour d a valent » dtllmenirs de u , et 
elmque* fois il change de si^nr. 

r, oil a (Ui| . ()«.,. . . (' a,, < H a, Hu . IS u„ , sutvaut que il 

>rt done, dr ee qui precede, ipt'.rn flu point H il y a 

i bioil tins points (* potir Irsquels In, i ' a t’ n* est plus ;*ra»d 
B a|. H ,. . Li a„, (pit* dt*s poiitis pour Irstpod*. Ir premier prndiut 
dus petit que It* second. l>‘im maximum im d'mt minimum de 
irocluit an point It, il nr sutiruil done r-t*r tpirstnm. Main le 
t B a die pris tout fait arhitrairement» %auf q»«‘d nr devait 
: icier avee auetm des points u,. «. t , .., »*„; rr tpii a etc dii an 
so trouve done demoutre. 


Lck conditions (?) t*t {Hi sunt de telle nature tpu-, lorsquVIlcs 
romplies par urn* eertaint* valt*ur positive dr » , tmitr-s les vu leers 
ive.s plus petiles y satisfoiH ej'alemrtu. t h , il est fa* tie tie 
trer qu'en preuaut r suflisamment petit, un prut iaire tpte les 
irs de <p pour lesquelles T devient ™ u different aussi pro q»‘un 
-sire den valeurs pour lestpielles o»h {* v ~~ Catumie Consult: 

, par example, la racine situde dans le serum! intervalle pour 

die 8 (f> — «» est com pris entre * et U , * , et prenons deux va- 


(f>i> Tv telles qidon ait 




M V, ™ 


g 


«v. 




difference cp 2 — c Pl pouvant d’ailleurs dtre aussi petite qu’on le 
2ut. 

Dans 

T (9^) = M s r s cos (s 9?2 — a s) -)■*••• 
premier terme est alors positif, dans 

T ((jp 2 ) == M r s cos (s <p 2 — a 8 ) + ... 

premier terme est ndgatif. On peut maintenant prendre r assez 
itit pour que T (9^) lui-m^me soit positif, T (<p 2 ) rfegatif, et pour que 
da reste vrai quand r continue & ddcroltre. Pour une pareille valeur 
i r, et pour toutes les valeurs plus petites, lfequation T(<p) = 0 
>ssede alors dvidemment une racine entre cp x et q> 2 . 

On voit done que la ligne pour laquelle T = 0 , a en B un point 
ultiple d’ordre s. Les tangentes menses en B aux s branches forment 

itre elles des angles dgaux k Un petit cercle, ddcrit autour de B, 
t divisd par la ligne T = 0 en 2 s secteurs. A l'inferieur de chaque 
cteur, T conserve le m&me signe, et dans les secteurs successifs, 
est alternativement positif et ndgatif. 

La condition T = 0 est dquivalente k C cq.Ccq ••• Ca n =Bo 1 .Ba 2 ...Ba n . 
Si le point B est choisi arbitrairement, M x ne sera pas, en gdndral, 
^al k zdro; dans les considerations qui precedent, on a alors 
= 1 , et B est un point simple de la courbe Ca 1 .Ca 2 .. .Ca n = 
cq . B cq • > • B cinm 

4 . Pour ddcouvrir la signification des conditions M^O, M 2 = 0 ,... 
convient de se reporter de nouveau k la thdorie des equations 
gebriques. 

A cet effet, introduisons un nouveau systeme d’axes rectangu- 
ires, ou Paxe des x soit paralfele k la droite k partir de laquelle 
3 angles sont comptes dans le systeme polaire, ayant pour origine 
dont nous nous sommes servis jusqu’ici, et oil les directions des 
:es des x et y positifs correspondent it <p = 0 et 9? = 90 °. Soient x 
y les coordonndes de B dans ce nouveau systeme, et 2 = x -f* y i 
le quantitd variable complexe. Les points cq, a 2 , ... peuvent alors 
rdsenter les nombres complexes « 2 , ..., C le nombre £ + de 
rte que t — r (cos 9? -J- i sin cp). 


oit enfin 


/■(«) = (z — »i) (» — * 2 ) • • • (* “ z n ). 


1 rdsulte 

:,+i)=log/W+log(l + -^)+iog(j +~)+ ■ + iog(i + ~j 

lorsque mod t est plus petit que les modules de z — z lt z — z 2 , 

2 — Zn, 

'm+t) =log m + * ^ + • • • + t—-) 

^ * ((* — (* — %) 2 ^‘+ (T^'jg 3 ) 

+ i l3 ( ( 7zbj» + (T^» + ■ • • + i. -7?) 


—■ «i — — Ri (cos itj -j- i sin zq), z — z 2 = — R 2 (cos w 2 -j- i sin u 2 ),... 
1 ’on deduit, pour le coefficient de IP dans ( 9 ) 

t=n 1 1 <=n 

(—l)”- 


x . v -. 1 = 

(£ — F 


P fete —*)* p^i R? 

xpression droite est, d’apr&s (4), dgale & 

Mjj (cos a p — z sin a p ). 


•Jsinput 


done on pose encore t = r (cos <p + i sin <p), on obtient, en dgalant 
: elles les parties rdelles des deux membres de (9) 
od f(z + /) == log mod f{z) + M ± r cos (95 — ap -f M 2 r 2 cos (2 95 — a 2 ) -f... 
ui est le ddveloppement en sdrie du n° 2. 

»mme d’ailleurs la formule (1) rdsulte de 


log(l —«) = -« —Jas — J. a 8 — ... 
d on y pose z = ae ( P i et qu’on compare les parties rdelles, ce 
i de deduction ne dififere pas essentiellement de celui qui a dtd 
6 prdeddemment. 

lis il ressort maintenant que M l5 M 2 , M 3 , ... sont les modules 
coefficients des puissances de t dans (9). Si 1 ’on pose 

— I -1-L__|_ iti _j- 1 — 

Z — h * — h Z~Z n 


= V'(a), 





‘ent 


log f{Z 4- t) = log f{z) + V (*) t 4- y v' (2) * 3 + —^ y" (s) * 3 4 • ' • 
l lt Mo, ... sont les modules de y> (z), -g-y' 


»r, on a 
. il suit 


f'(p)=y>(p)f(z), 


f" («) = V>' (»)/■(«) 4- V 0) Z 7 (*)» 

A' («) — v>" («)/■(«) 4- 2 y>' (*) r W 4* v i z )f" (*) > 

Z 7 '" (*) = v"' (*) A*) + 3 v " (*) r w + 3 V ' (z) r (*) + V (*) f m w , 


: Ton a done M 2 = 0 , M 2 = 0, ..., M s _i = 0 et M s non 6gal a zdro, 
, f n (z), ..., f is ~ v (z) sont dgalement nuls et /*(«)(«) n’est pas mil; 
d’autres termes, 2 est une racine multiple de 1’ordre 5 — 1 de 
nation f (z) = 0. Et rdciproquement: lorsque z est une racine 
:iple de Pordre s — 1 de /' (z)== 0 , les quantitds M 1( M 2 , ..., M a _i 
dgales k z 6 ro et M s n’est pas dgal k z€ ro. 
pr&s ce qui a 6t6 dit au n° 8, on voit done maintenant que les 
ts multiples des courbes pour lesquelles on a mod/(s) = C coin- 
lit avec les racines de f'(z) = 0 ; et e’est seulement pour des 
urs particuli&res de C, en nombre tout au plus 6gal k n — 1 , 
la courbe mod f(z) = G a de pareils points multiples. Quant k 
tres esp&ces de points singuliers, elle n’en poss&de pas, d’aprfes 
ui a 6 t 6 dit au n° 2. 

Ce qui prdc^de nous met en 6tat d’obtenir une id6e gdndrale 
’allure des courbes 

mod f(z) = Constante. 
tisons d’abord quelques remarques. 

, Lorsque, k la limite d’un domaine (dni) continu, mod f(z) 
ne valeur constante, nl faut qu’au moins une des racines 
2 , . a n soit situde k l’intdrieur de ce domaine, et que mod/ 1 (2) 



um 


, JKIUf IfS point*. tull'l It'll! •» a»l d> 'Ili ,l H tr UW ValfSif ph;* 4 prfitft 

* sur If’ miiliHit'. Hi »il»i , pur.*pi« m»*>l 4 • vat jr unit}. 

UHJt, il dm! prrndtr an mmim m >m p<uni v.t valr-nt minima 
rn im autrr ptiinl *.,i vairur ana um.i ! »■ minimum jt prut |,, w 
truilVtT utl l»ui‘d «Iti dnmaitir, « ar ai< *» *» lr m.i \ mnisst w irmtvrrait 
intrnrur, w tpti, dapir-* lr u hV >4 pt* p *-<-»d4r I .«*•» minima 
ibrnt dune rn dcdair* du dmss.im*- *•! m*u*i vtvmr* iptr t minima 
XiHtritt ijii'.tttx puttsls r.u im-'t I a v .licm mat filial**, .in «<mfr.Hr<', 

In maximum dr iiphI/i,-i, ri !»•*» valrm •* .!<* 3 ,i I'mi* rimtr 

tltamuim* hunt plan pritlr% qur irfir v.ilfui nui ^inab’ 
h? I;\, rnnth puuvmih runrliirr ■ 

t^u'iiu dumainr muttim. a la limitr 4uq»ml nn»\f :i r%t tarn 

ht.ilit, r»*t m s fv*aiM in* nl Muijdrmrul rumir%r 

q y i a I M iju»«|/t;» a\ aat . pal r \rmplr , la mrtftti 

/ vairur i unMuiit*' mu lr i s»ni»ntf du dumainr 

f r f \ 

, J dmil»ir?ttnti omur \<r T , d rn r» Mtllnail „ d*4iuri 

/ Ti J . 1 
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util tnud f {a) a tmr vairur jilm* ^ramlr, 

\{irt\s tout cr t|«i jurerdr. $1 r*4 I-Vldrsi! «jm- 

l n » Hi nous ihuluiih tin dumainr qjn-Si t»nt|m*. m,ir< rutirrrmrut 

ittr, ffiti Uti ruiilirunr .tuniiir 4rr» rarinr-*, lr?* umiin.i »4 mi 

ia tie intatl/ {»*) f juHtr t:r dumainr , tlrvi*mt «' 11 r »lu i * h« •» au burd 

domaim?, 

Kappelons rnfm qur, 

lor«(|ut? truwl i rrult imlrimimrut, tmn ,urai par i rolirr: 

ddh dr toute limitr. 


Ins it .iit'iM par i roilrr: 


3. Pour tjuu let am oti lYaputUtm f {:) ^ »* pi*?%%r*lr dv% rarinrs 
iltiplas suit %alrmtmt romprih tlans la d* ; tmm»tM!t<m, s«p*> 

icrons tpir , «,,, z* Miirnt Irs ratinrh mm r^aIr-% *Ir /inf *= <», 




Si k<n, les autres racines, z k +\,..., z n , ne sont done que des repe¬ 
titions de z lt z 2 , ..., Zk . 

L’dquation f {z) — 0 a alors k — 1 racines 

' 10 ). Vi, V2> • • •, Vk-1 

dont aucune ne coincide avec s lf z 2 , z k et qui peuvent dtre re 
prdsentdes par les points Bj, Bg, ..., B*_i. Les autres racines de 
F ‘ (z) = 0 sont en m£me temps racines de f{z) — 0. II est trds possible, 
toutefois, que parmi les racines y lf y 2 , ..., y k ~\ il y en ait d’dgales, 
st nous mentionnons expressdment que de pareilles racines doivent 
Stre censdes inscrites en (10) autant de fois que l’indique le degrd 
de la multiplicity. 

Soit, en outre, 

mod f{y^) = c 1 , mod f(y 2 ) = c 2 , mod/“(y*_i) = c*_i; 

les constantes c lt c 2) ... sont done positives et diffdrentes de zero. 
Comme l’ordre de succession des racines est arbitraire, nous pouvons 
supposer 

Cl ^ Cg ^ Cg . . . G k — l- 

II convient de remarquer encore qu’on peut avoir, parexemple, 
^ =c 2l sans que, pour cela y x —y 2 . Si par exemple, + 

i des coefficients rdels, et que y x , y 2 soient des racines complexes, 
indgales, mais conjugdes, de f'(z) = 0, on a dvidemment c 1 = c 2 . 

7. Les courbes pour lesquelles onamod/’(s) = C seront maintenant 
considdrdes comme les limites du domaine oil mod/ 1 ^) est moindre 
que C. Lorque C croit, ce domaine s’dtend done progressivement, 
de sorte que le domaine correspondant A une plus petite valeur de 
0 forme toujours une partie du domaine qui appartient a une plus 
grande valeur de C. Pour C = 0, il n’y a que les k points isoles 
Au A 2j Ak qui satisfassent A la condition mod/'( 0 ) = O. 

Il est ensuite facile de montrer que, pour des valeurs suffisam- 
ment petites de C, le domaine 

mod/^)^ 0 

se compose de k aires continues, entidrement isoldes les unes des 
autres, dont chacune renferme un des points A lf A 2 , •.., Ak, de 



;ntourent les racines A x , A 2 , .A*. 

Ddcrivons en effet, autour de A 1? A 2 , ..., Aft, des cercles K lt K 2 ,..., K; 
mtidrement isolds les uns des autres, et soit m la valeur minims 
de mod/'(s) sur la circonfdrence de ces cercles. Pour chaque poinl 
P en dehors de ces cercles, on a alors mod f (z) > m. Pour s’en con 
iraincre, on n’a qu’h considdrer le cercle K ou mods a une valeui 
:onstante, et qui, en mdme temps, satisfait aux conditions 

1°: d’entourer le point P et tous les cercles 

2°: que le minimum de mod/ , (s) pour les points du cercle soil 
plus grand que m. 11 est clair, d’aprds le n° 5, qu’il existe tou- 
jours un pareil cercle. 

Du n° 5, 3°, il rdsulte alors que m est le minimum des valeur; 
de mod f (s) situees dans le domaine en dehors de K u K 2 , ..., Kit ei 
i l’intdrieur de K, de sorte que le module de f(z) en P est plus granc 
que m. 

Lorsque C <m, le domaine ou l’on a 

mod/'(s) 5S C 

ne contient done aucun point situd en dehors des cercles K x , K 2 ,K* 
D’autre part, il est clair que A 1; A 2 , ..., A* appartienneut 4 ce do¬ 
maine, et du n° 5, 1° et 2°, il suit done que le domaine mod f(z) £= ( 
sst composd de k aires continues isoldes, dont le contour consist; 
par consdquent en k courbes fermdes. Aucune de ces courbes n; 
peut se couper elle-mdme. 

Si C croit, chacune de ces k aires continues s’dtendra, jusqu’d c< 
que C atteigne la valeur c x . Supposons d’abord q < Cg, la courb; 
mod f ( 2 ) = c a a alors, d’aprds le n° 2, en B x un point double, et le; 
deux branches se coupent h angle droit. Ddcrivons autour de B 
comme centre, avec un rayon suffisamment petit, un cercle; celui-c 
sera divisd en quatre secteurs S x , S 2 , S 8 , S 4 . 

Soit, dans les secteurs S x , S s , mod/'(s)<c 1 . dans les secteurs S 2 
3 4 , mod f(z) > c v 

Si h est une quantitd positive suffisamment petite, le domain; 
aaodf(z)^c 1 — h s’dtendra done dans S x et S 3 mais non jusqu’au poin 
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B 1; de sorte que ces aires ne se rdunissent point k l’intdrieur du 
cercle. La courbe mod/'O) = c x -j- h, au contraire, pdnfetre dans S 2 el 
S 4 , et la partie du domaine mod f(g) = c 1 +h, situ de k l’intdrieur du 
cercle, est continue. 

Ainsi, au moment oil C depasse la valeur c 1? deux aires separdes 
du domaine mod f{z) :g C se reunissent. Le nombre des aires con¬ 
tinues distinctes du domaine 

mod f(z) ^ C 

est done pour C = c 1 -\-h dgal k k — 1. Cette conclusion suppose, 
toutefois, que les deux aires de mod f(z) sg c 4 — h qui pendtrent a 

l’intdrieur du cercle ne s’unissent pas non plus 
entre elles dans leur prolongement en dehors 
du cercle (comme il arriverait, par exemple 
si ce prolongement avait lieu de la manidre 
indiqude, dans la figure, par des lignes poin- 
tillees). 

On reconnait de suite que tel est reelle- 
ment le cas, en rdfldchissant que, s’il en dtait autrement, il et: 
rdsulterait dvidemment un domaine doublement connexe sur le con 
tour duquel on aurait mod/ 1 ( 3 ) = c x + h, ce qui, d’aprds le n° 5, 2° 
n’est pas possible. 

Si Ton a yi = y%, de sorte que les points B 2 coincident, on s 
aussi Ci = c 2 et B 4 est un point triple de la courbe mod/(s) = c 1 ; ur 
cercle suffisamment petit, ddcrit autour de B 1? est alors partage er 
six secteurs, h l’intdrieur desquels mod f(s) est alternativement plus 
grand et plus petit que c v 

On voit facilement que, dans ce cas, le nombre des aires dis 
tinctes du domaine mod/'( 2 )<C diminue de deux unitds au momem 
oil la valeur c x = c 2 est ddpassde. 



Si done on a C<Cc&— 1 > la ligne mod f (z) == C consiste en une courb 
fermee unique, qui entoure toutes les racines. Comme rdgle g^ 
nerale, on peut dtablir que, lorsque C n’est pas dgal 5. 1 une de 
constantes q, c 2 , Ck-u et que t de ces constantes sont plu 
grandes que C, la ligne 

mod f(s) = C 

se compose de t-\- 1 courbes fermees, iso Ides les unes des autres, qui 
ensemble, entourent toutes les racines A x , A u A*. 

8. Pour dclaircir ce qui prdcdde, je choisirai l’exemple 

/(») = s^ + s3 —2. 

On a alors 

z \ — + 1 > 

*2= — 1.5437, 

a 3 = -0.2282 + 1.1151 i, 

s 4 = — 0.2282 — 1.1161 t; 

puis 

/' (a) = 4 a 8 + 3 a 3 , 

y x = 0, Cl = 2, 

y 2 —— b > ^2 •— 2 > 

y& ~~ f ) C 3 == 

II s’agit maintenant de determiner, sur les lignes 

mod f(z) = 2 , 
mod/» = 2^, 

an nombre de points suffisants pour que leur allure se dessin< 
dairement. 

En ce qui concerne la premiere de ces lignes, puisque mod f(z) = 2 
on doit avoir 

f(z) = 2 (cos a + i sin a). 

J’ai done, pour diffdrentes valeurs de a, calculd chaque fois le: 
luatre racines de cette equation du quatridme degrd. Comme le chan 
jement de a en a fait manifestement passer zk sa valeur conjugude 
1 suffisait de prendre a entre 0 et 180°. De cette manidre ont 6ti 


ies racmes lorsque a approche de 180 , ll etait necessaire de calculer 
mcore quelques autres points de la ligne mod/'(s) = 2; mais, pour 
,eux-lcL, il eGt 6t6 moins convenable de conserver a pour argument. 
Aussi les valeurs donn6es dans le tableau la ont elles 6t6 trouv^es 
d’une autre mani&re. 

On a op6r6 de m&me pour la ligne mod f(z) = 

Dans le tableau II, sont indiqudes les racines de liquation 

f( z ) = hW ( cos « + i sin a), 

tandis que le tableau Ila fait encore connaitre quelques autres points 
de la ligne mod f(z) = 

La fipfure ci-contre donne une idde suffisante de la forme de ces 

courbes, qui, au moyen des valeurs 
consignees dans les tableaux, pour- 
raient &tre repr^sentdes avec encore 
plus d’exactitude sur un dessin & 
dchelle moins rdduite. 

Si Ton a C<2, la ligne 
mod/’(z)= C 

est composee de 4 courbes fermdes, 
entourant A 1? A 2 , A 3 , A 4 . 

Dans le cas de 2 <C C <C[ 2 > L 

ligne est composde de deux courbes 
ferrmSes, dont 1’une entoure A 1} A s , A i} l’autre, A 2 . PourC>2^ 
la ligne consiste en une seule courbe fermde, qui enveloppe to us 
les points A lt A 2 , A s , A 4 . 

9. Considdrons encore une fois, pour une valeur quelconque df 
C, la ligne mod/‘(z) = C. Cette ligne se compose alors d’un certair 
nombre de courbes fermdes 

Ki) K 2 , • • • j Kj 

qui n’ont pas de points communs et k 1’intdrieur desquelles son 
situdes toutes les racines A x , A 2 , .. •, A/ c . Lors mfeme que ce: 
lignes, pour certaines valeurs particuli&res de C, auraient entr< 



addre comme les limites du domaine oh mod/» est < C, n’en serait 
pas moins compldtement ddtermind. 

Ddsignons par n x , « 2 , ..., n s les nombres des racines de f{z) = C 
^ui sont situdes it 1’intdrieur de K x , K 2 , K s> de sorte qu'on ail 

w i 4* % + • • • 4* = n > 

les racines dgales dtant comptdes d’aprds le degrd de leur multiplicitd 

Si maintenant la variable z parcourt la ligne entidre Kj, de manidre 
it retomber finalement sur sa valeur initiale, f(z) prend des valeurs 
dont le module est dgal & C, et pour f(z) — C (cos 97 z sin 9 ?) l’argumeni 
<p de f(z) croit de 2 n x n, puisqu’it l’intdrieur de il y a n x racine: 
de f{z)= 0 . II en rdsulte, dvidemment, que l’expression f(z ) prenc 
alors toutes les valeurs ayant C pour module, et qu’elle prend cha 
cune de ces valeurs au moins n x fois. 

Pareillement, si z parcourt la ligne K 2 , l’expression f{s) prenc 
toutes les valeurs ayant C pour module, et elle prend chacune d< 
ces valeurs au moins w 2 fois, etc 

Si l’on fait done parcourir it z successivement toutes les ligne: 
Kj, K 2 , ..., K s , et que 

t = C (cos u + i sin u ) 

soit un nombre quelconque avec C pour module, f(z) prendra ai 
moins n l -\-n 2 ...-^-n s fois, e’est-k-dire au moins n fois la valeu 
f{z) = t. Mais comme l’dquation f(z) — t n’a pas plus de n racines 
il est clair qu’il n’y a pas plus de mais justement n x racine: 
de l’dquation f(z) = t situdes sur la ligne K x ; de mdme, sur les ligne 
K 2 , K 3 ,..., se trouvent respectivement w 2 , racines de cett< 

dquation 

On voit en outre, immddiatement, que lorsque le module de t' es 
plus petit que C, il y a k l’intdrieur de K 1? K 2 ,.. • respectivemen 
n x , n 2 ,... points oil f(z) prend la valeur t'. 

Le cas particular oil la ligne K x ne renferme qu’une seul 
racine, mdrite d’dtre remarqud Si on a alors mod('s£C, il n’y a 
1 intdrieur de qu’un seul point oil f{z) prenne la valeur e 

lorsque t 2 sont deux points, non coincidents, situds cl l’intdrieu 
de K x , f(t x ) n’est jamais dgal it f(t 2 ). 


2 

7 

J 1 

z 2 

z 8 

z 4 

x 1 

Vx 

^2 

Vi 

3 % 

Vs 



+ 1.2173 

0.0000 

— 1.7484 

0.0000 

— 0.2345 

+ 1.3507 

— 0.2345 


1.2157 

+ 0.0299 

1.7468 

— 0.0286 

0.2665 

1.3483 

0.2024 


1.2107 

0.0596 

1.7419 

0.0569 

0.2984 

1.3424 

0.1704 


1.2025 

0.0889 

1.7338 

0.0848 

0.3298 

1.3330 

0.1388 


1.1908 

0.1176 

1.7223 

0.1121 

0.3606 

1.3201 

0.1078 


1.1757 

0.1456 

1.7075 

0.1386 

0.3907 

1.3034 

0.0774 


1.1571 

0.1724 

1.6893 

0.1639 

0.4197 

1.2830 

0.0481 


1.1347 

0.1980 

1.6675 

0.1878 

0.4474 

1.2587 

— 0.0198 


1.1086 

0.2221 

1.6420 

0.2101 

0.4736 

1.2301 

+ 0.0070 


1.0783 

0.2443 

1.6125 

0.2304 

0.4979 

1.1970 

0.0321 


1.0436 

0.2643 

1.5789 

0.2482 

0.5200 

1.1590 

0.0553 


1.0040 

0.2816 

1.5405 

0.2629 

0.5394 

1.1153 

0.0760 


0.9587 

0.2956 

1.4969 

0.2740 

0.5566 

1.0650 

0.0938 


0.9065 

0.3056 

1.4471 

0.2804 

0.5676 

1.0066 

0.1082 


0.8457 

0.3103 

1.3896 

0.2806 

0.5740 

0.9375 

0.1180 


0.7727 

0.3078 

1.3219 

0.2717 

0.5726 

0.8532 

0.1218 


0.6804 

0.2939 

1.2389 

0.2479 

0.5582 

0.7433 

0.1168 


0.5481 

0.2577 

1.1295 

0.1922 

0.5142 

0.5773 

0.0957 


0.0000 

0.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 



Tableau la. 


Zj 

z 2 

z 3 

Z 4 

1 

x 1 

Vx 

*2 

Vi 


Vs 

x 4 


+ 0.5427 

+ 0.2559 

— 1.0733 

— 0.1474 

- 0.4407 

+ 0.4071 

+ 0.0864 


0.4485 

0.2210 

1.0275 

0.0913 

0.3856 

0.3183 

0.0662 


0.3563 

0.1818 

1.0038 

0.0342 

0.3208 

0.2389 

0.0459 


0.2665 

0.1396 



0.2476 

0.1694 

0.0275 


0.1769 

0.0952 



0.1687 

0.1074 

0.0128 


0.0873 

0.0487 



0.0856 

0.0516 

0.0033 





1.2263 0.0000 — 

1.2246 + 0.0309 

1 2196 0.0616 

1.7570 
1.7563 - 

0.0000 - 
- 0.0295 

0.2347 

0.2678 

+ 1.3603 
1.3579 

— 0.2347 
0.2015 

1.7503 

0.0588 

0.3006 

1.3619 

0.1686 

1.2111 

0.0919 

1.7421 

0.0878 

0.3331 

1.3424 

0.1359 

1.1993 

0.1216 

1.7304 

0.1160 

0.3650 

1.3292 

0.1038 

1.1839 

0.1506 

1.7153 

0.1435 

0.3962 

1.3123 

0.0724 

1.1649 

0.1785 

1.6967 

0.1698 

0.4263 

1.2916 

0.0419 

1.1422 

0.2052 

1.6745 

0.1949 

0.4552 

1.2668 

— 0.0125 

1.1156 

0.2305 

1.6485 

0.2183 

0.4827 

1.2378 + 0.0156 

1.0847 

0.2539 

1.6183 

0.2397 

0.5084 

1.2041 

0.0420 

1.0494 

0.2753 

1.5839 

0.2589 

0.5321 

1.1653 

0.0667 

1.0089 

0.2942 

1.5446 

0.2751 

0.5534 

1.1208 

0.0891 

0.9625 

0.3101 

1.4998 

0.2879 

0.5716 

1.0695 

0.1089 

0.9091 

0.3224 

1.4485 

0.2964 

0.5864 

1.0099 

0.1258 

0.8466 

0.3301 

1.3890 

0.2992 

0.5966 

0.9391 

0.1390 

0.7714 

0.3320 

1.3182 

0.2941 

0.6010 

0.8523 

0.1478 

0.6756 

0.3260 

1.2299 

0.2766 

0.5972 

0.7384 

0.1515 

0.5367 

0.3097 

1.1068 

0.2343 

0.5826 

0.5632 

0.1627 

0.2500 

0.3536 

0.7500 

0.0000 

0.7500 

0.0000 

0.2600 



T 

a b 1 e a u 

lie*. 




Z 

'1 

Z 

‘2 

z 8 

Z 


Vi 

x 2 


x 3 

Vs 

X 4 

+ 0.4315 

\ 

+ 0.3021 

— 0.9832 

- 0.1734 

— 0.5896 

+ 0.6434 

+ 0.1585 

0.3650 

0.3063 

0.8938 

0.1177 

0.5775 

0.4846 

0.1734 

0.3174 

0.3174 

0.8326 

0.0728 

0.5766 

0.4038 

0.1959 

0.2799 

0.3335 



0.5815 

0.3357 

0.2209 





0.5917 

0.2759 






0.6071 

0.2209 






0.6283 

0.1684 






0.6569 

0.1158 






0.6956 

0.0609 







XV. 


(Zs. Vermessgsw. Stuttgart., 15 , 1886 , 141 — 144 .) 

Moglichkeit oder Unmoglichkeit einer Pothenotischen 

Bestimmung x ). 

Um das Kriterium der Moglichkeit einfach darzustellen, nenne icl 
das gegebene Dreieck ABC Fig. 1 . und Fig. 2. und zugleich sollei 
die Winkel dieses Dreiecks bezeichnet werden: 

BAC = A, CBA = B, ACB = C, 



Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 


doch muss noch der Drehungssinn festgesetzt werden, damit dies 
Winkel eindeutig bestimmt seien. Dieser Drehungssinn ftlr di< 
Winkelmessung soil so angenommen werden, wie der Sehstrahl PI 
t»eim Uebergang nach PC gedreht werden muss, ohne PA zu treffen 
[n diesem Sinne sei nach Fig. 3 . 

Winkel BPC = a , 

„ CPA = fi, 

„ APB = y. 

Die Winkel a, fi, y werden hiernach zwischen 0 ° und 360° liegen 


3ass sie entweder das sind, was man schlechterdings unter Winkelr 
sines Dreiecks versteht, so dass 

A + B + C = 180°, 

Dder essind A, B, C Winkel, welche, zu den gewOhnlichen Winkelr 
ies Dreieckes addirt, jedesmal 360° geben, so dass 

A + B + C = 900°. 

Der erste Fall t-rifft dann ein, wenn der Drehungssinn der Winke 
mit dem des Dreiecks ABC tlbereinstimmt, der zweite Fall tritt ein 
wenn dies nicht der Fall ist. Was hiernach unterDrehungssinn eine: 
Dreiecks ABC zu verstehen ist, wird einleuchtend sein. 

Fig. 1. hat negativen Drehungssinn, Fig. 2 . hat positiven Drehungs 
sinn. Nach diesen Festsetzungen betreffs der Winkel 

a, /J, y A, B, C 
kann man Folgendes sagen: 

Die Pothenotische Aufgabe ist physisch mOglich oder unmOglich 
je nachdem von den drei Differenzen 

a — A, /? — B, y — C 

eine gerade (0 oder 2) oder eine ungerade (1 oder 3) Anzahl negatii 
ist. Sollte eine der Differenzen a — A, /? — B, y — C Null sein, sc 
ist die Afgabe unmOglich (selbst nach Vertauschung einer Richtung 
mit der entgegengesetzten), sind zwei Null, so ist die Aufgabe 
g&nzlich unbestimmt , und der gesuchte Punkt kann willktlrlich au 
einem Bogen des um ABC beschriebenen Kreises genommen werden 
(Alle drei Differenzen kOnnen nicht Null werden, da ihre Summc 
ja keinesfalls gleich Null ist) 

Die Bestimmung der Winkel A, B, C wird zweideutig, wenn die 
drei Punkte ABC auf einer Geraden liegen. Nehmen wir z. B. fuj 
B den mittlern Punkt, so findet man in diesem Fall: 

entweder A= 0°, oder A = 360°, 

B = 180°, B = 180°, 

C== 0°, C = 360°, 

ntsprechend der Unbestimmtheit des Drehttngssinnes des Dreiecke: 


M6GLICHKEIT ODER UNMoGLICHKEIT EINER POTHENOT. B 

ABC. Diese Zweideutigkeit hat jedoch keinen Einfl 
gegebene Kriterium, denn man hat zu untersuchen 

a, oder a — 360°, 

J3 — 180°, /} — 180°, 

f, 7 — 360° 

und da a > 0, y>0, a — 360° < 0, y — 360° < 0, so fir 
einen wie in dem anderen Falle immer, dass die A 

mOglich fur $ > 180°, 

unmOglich far /? < 180° ist, 


wie auch leicht unmittelbar einzusehen ist. 


XVI. 

(Bui. Sci. Math., Paris, sdr. 2, 7, 1883, 139 — 142.) 


Sur la theorie des residus biquadratiques. 

■(Extrait d’une Lettre adressee a M. Hermite.) 


Vous savez que, dans son second Mdmoire, Gauss h ddtermin< 
le caractbre biquadratique du nombre 1 -f- i par rapport k un nombr< 

premier M, ou, d’aprfes Jacobi, la valeur du symbole ((-■^~))- Cett 


determination se fonde sur le thdorbrne de l’art 71, thdorfeme ana 
logue celui qui sert de fondement 4 la troisibme et cl la cinquifenv 
ies demonstrations de Gauss, de la loi de rdciprocite pour les rdsidu 
ijuadratiques. 


Or j’ai remarqud qu’on peut obtenir la valeur de 



h laid 


ie raisonnements completement analogues k ceux que Gauss ddve 
loppe dans son premier Memoire, pour obtenir le caract^re d’ 
nombre 2 dans la theorie reelle. 

II suffira de considdrer le cas 


M = a-f-6i, a = 1 (mod 4), 
b~0, [i = aa-\-bb = 8n-\-l. 




\\M// 

(B) 

P, P', P", ■ 

-©=‘. 

(C) 

y\ Y n > • 

' ‘ ((l)) ~ ~ 1 

(D) 

5, 8', 8", . 

-((I))—'- 

Alors est evident qu’on a 

identiquement 


/* — 1 

{x — 8){x — 8'){x — 8")...=x i +< (mod M), 
d’oii Ton tire, en posant x — — 1 , 

(1 + <S)(1 + <5')(l + <5") (modM); 

ce qui fait voir qu’il suffira de savoir combien des nombres 1 -j- 6 
l + <5', 1 + <5", ••• appartiennent aux classes (A), (B), (C), (D). 

Si 1’on ddsigne maintenant par 

( (0.0) (0,1) (0,2) (0,3) 

(s) (1,0) (1,1) 0,2) (1,3) 

(2,0) ( 2 , 1 ) ( 2 , 2 ) (2,3) 

( (3,0) (3,1) (3,2) (3,3) 

combien des nombres 

1+a.l + a', 1 + a", ... 

i+/?, i+A', i+r, ••• 

1 + y t 1 + y', 1 + y>\ 

l + <5, l + <5', 1 + d", ... 

ppartiennent A (A), (B), (C), (D), on pourra determiner les valeur 
de tous ces nombres ( i, k) A l’aide des considerations employees pa 
Gauss dans son premier Memoire. 

Dans le cas actuel, on trouve que le tableau (S) a la forme sui 
vante 


k j k l 
j l m m 
k m k m 
l m m j 


8 h = in — 3a — 5, 

8 j = 4 n + a — 2 b — 1, 
8 A; = 4 n + a — 1, 

8 1 — 4 w + a + 2&— 1, 
Sm = in — a + 1. 


/ aa + bb — 1 \ 

*-J' 
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SUR LA THEORIE DES RESIDUS BIQUADRATIQUES. 


On a maintenant 

= i»m+sj = i-m-j (— m — j= — n + i b). 



Les autres cas peuvent se traiter d’une mani&re analogue. 

La mfeme methode r^ussit pour determiner le caractfere cubiquc 
e 1 — q, et encore pour trouver les theor^mes sur le nombre S 
ans la thdorie des rdsidus quadratiques. Dans ce dernier cas, apr&£ 
voir determine les nombres (i, k), il n’est pas necessaire de recourii 
ces congruences identiques, comme plus haut celle-ci 

i 

(x — <5) (x — <5') (x — <5")... = x 4 + i (mod M). 

Mais on arrive au but par une consideration arithmdtique, qui 
e dififere pas de celle que Gauss a employee dans son premier 
lemoire pour le nombre 2, dans la thdorie des rdsidus biquadra- 
ques. On a, de cette manure, une demonstration assez simple et 
urement arithmetique de ces thdoremes 


XVII. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 96 , 1883 , 764 - 766 ) 


Sur le nombre des diviseurs d’un nombre entier. 
(Note pr£sent£e par M. Hermite.) 


Ddsignons par f(n) le nombre des diviseurs de w; nous allons fain 
voir qu’on a alors 

/(l)+/(2) + ...+/(») 


( 1 ) 


lim 

n = 00 


n 


log n 


— A. 


A est une constante dgale k — 1 — 2 r' (1); sa valeur numdrique es 

A = 0,154481829803..., 

Voici quelques valeurs de la fonction qui figure dans le premiei 
membre de la formule (1) 

» = 100, A = 0,2148., 

n = 1000, A = 0,161245.'., 

n = 100000, A = 0,154574535.... 

En considdrant l'ensemble des nornbres 1, 2, ..., n avec leur: 
diviseurs, on voit facilement que le nombre de fois que figun 

est E (]^) : donc 

p —1 

Nommons r 1} r a , r 3 , ... les restes que Ton obtient en divisant 1 




m+m +...+/(») . „ a,i , - 

n -log n=^--\ozn-^ 


Or on sait que 


f »(« —p4 


n 1 L“Z7- 1 °g« = -r / (i), 


et d&s lors nous n aurons plus qu’& ddmontrer que 1 


que 1 expressxo 


A* n (n — p-\- 1) 

converge vers une liraite ddterminde. 

Or cela est facile, en remarquant que Ton a 

"~ e (D r i 

lim V —-- r Jt __ / %dx _ 1 

"=• i* w(n— jp+1) J 0 i— x — l °8 2 —Y> 

lim "V"' _ T* _/ xdx _ 3 1 

n T“ A *(*“*+ A > J o i-s~ log I" 3 ’ 


”- E (i)+ 1 

M - E (i) 

lim -_ Tl 

*=°° n(n — - 

»-E(|) + l 


M= ”^n n(n —j> +1) J 0 1— 


ad# , 4 1 
5—— = log — — 


en sorte que I’on obtient pour la limite de 1’expression (2) 



ou bien, en posant S&= ^ ~4-, 

1 P 

n 

— p-\- 1) i) +^(s 3 + 

Maintenant, on considfere le ddveloppement 

iogr(i-. a! ) = -r'(i) aJ + js a a? + is,^ + is 4 




SUR LE NOMBRE DES DIVISEURS D’UN NOMBRE ENTIER. 


en retranchant 

log YZ^; — X + 4 a;2 + i a;2 + ---> 

on aura 

log r (2 - X) = — [1 + r' (1)] X + £ (S 2 -1) X 2 +1 (S 3 -1) ; 
et, posant x — 1, 

l + r'(l) = i(S 2 -l) + i(S 8 ~l) + ...; 


done 
( 4 ) • 


limT 


i + r'(i), 


n^^nin-p+iy 
ce qui achfeve la demonstration du r6sultat annonc6. 



XVIII. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 97 , 1883 , 740 — 742 .) 


Sur 1’evaluation approchee des integrates. 
(Note presentee par M. Hermite.) 


Soit f{x) une fonction qui reste constamment positive quand 1 
variable croit de x = a jusqu’4 x — b, et considdrons I’int^grale 

1 ). f f{x)W{x)dx. 

J a 

M Heine, dans son beau Trait£ des fonctions sphdriques, a d^ 
nontrd que, si $(x) est un polynbme du degrd 2 n — 1 au plus, l 
/aleur de cette integrate peut s’obtenir i l’aide de n valeurs sp^ciales 
:onvenablement choisies, 3 (%), &(x 2 ), ..., 0 ? (x n ). Les valeurs x x , cc 2 ,...,x 
;ont toutes diffdrentes entre elles et s’obtiennent comme les racine 
i’une Equation du degrd n, 


®fC(x) = x n -\-a 1 x n + 1 ,-\-... = Q, 
lont les coefficients dependent des 2n constantes 



(* = 0 , 1 , 2 ,..., 2n — 1 ) 

La valeur de 1 integrate ( 1 ) se prdsente alors sous la forme 
Ai $ (xj + A 2 W (x 2 ) + . . . -j- A» ^ (Xn). 



.2) 


J a m^ zr ^ k dx = ?!L'{x k )k k , 


:s) 


f{x) 


<31 (x) 


X —X ft 


da: = (a*)] 2 A*, 


f 

f x l f(x) “EfC (x) d x — 0. 

J a 

(t — 0 , 1 , 2 , ..., n — 1 ) 


La formule (3) fait voir que les coefficients A 1( A 2 ,..., A», sont tou 
positifs. 

Soit maintenant § (x) une fonction qui reste continue et ne present 
qu’un nombre fini de maxima et minima entre les limites x=a,x=l 
On a, dans cette supposition, le ddveloppement en sdrie 



Xfc dtant le polyndme connu de Legendre. Cette sdrie, d’apr&s o 
qu’a ddmontrd M. Heine, est convergente uniform 6 ment pour toute 
les valeurs de x entre a et b. II s'ensuit qu’en posant 


M = £ AI.( 8a - a -- t ), 

2n ' ' 

on pourra prendre n toujours assez grand, pour que $i {x) reste con 
stamment infdrieur en valeur absolue k une quantity arbitraire e. 
Or on a 

§ (x) = S (E) + eft (x ), 

done 


J> n J) n 

/ f(x) § (x) d x — A k § (x k ) == / f{x) S (a;) da: — ^ A* S (a:*) + 

Ja 1 Ja 1 

+ / /'(*) eft(a)da:—^ A*eft (a:*). 
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SUR ^EVALUATION APPROCHEE DES INTEGRALES. 


Mais, S'( x) 6tant un polynbme du degrd 2 n — 1, on a 


fix) S' (x) dx — ^ A* S' iXk) = 0. 


De plus, les nombres A x , A 2 , .A» etant positifs et leur s 

fb 

dgale k / f(x)dx , on a 


£ A* Si (xa) < e f f(x)dx; 


de m£me, 


f{x) &(x)dx < e / f{x)dx. 


On en conclut que la difference 


fix) §jx)dx — y>ftg (#ft) 


est infdrieure k 2 e f(x)dx. En prenant done A* S (a;*) p< 


valeur approchde de j fix) § ix) dx, l’erreur peut devenir aussi 
qu on veut par une determination convenable du nombre w. 


XIX. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 97 , 1883 , 798 — 799 .) 

Sur 1’evaluation approchee des integrates. 

(Note pr6sent£e par M. Hermite.) 

Voici encore quelques autres circonstances qui se rattacher 
remarque que A* est positif. Consid^rons l’expression 



On sait que le polyn 6 me 91 (x) qui determine les valeurs 
. . , x n est le ddnominateur de la r 6 duite d’ordre n de la £ 
continue 



Posons 

P 0 = 0, Qo=l, 

Pi = c 0) Ql == ® a 0» 

P 2 = (x — CCj) P]^ — ^1 Po> Q 2 = (® a l) Ql ^1 Qoi 

Pg - (x - CCrj) Pg ^2 Pi > Qs ~~ a %) Q 2 “ * ^2 Ql > 


alors 9L (x) = Q„ et 
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sur Evaluation approchee des integrales. 


En faisant attention aux Equations (4), cette dernidre formule fai 
bien voir que le ddveloppement de Q n & — P« suivant les puissance: 
descendantes de x commence par un terme en a? - ” -1 . 

La comparaison de (2) et (6) donne 

Q n i^k) Aft — Pn (a?ft)» 

Si Ton suppose x x '^>x 2 'y-x 2 les valeurs Q' n (%)» Q 'n(x 2 ), • . se 
ront alternativement positives et negatives. A* dtant positif, il sen 
suit que de mfeme P„ (x t ), P„ (x 2 ), ... seront alternativement positif 
st negatifs. Done les racines de 1’dquation 

P» (x) —- 0 

sdparent celles de 1’Equation 

Q» (x) —— 0. 

En posant x = x 1 , x = x 2 , ... dans la relation connue 
Pn (x) Qn — 1 (x) P« — 1 (®) Q« (a?) — 1 Cq Z 2 . . . hi — 1 > 

an verra facilement que, de mfeme, les racines de Q n _ 1 (a;) = 0 sd 
parent celles de Q„ (x) — 0 et, de plus, que c^hh - ■ ~hi-i est positif 
Cette conclusion subsistant pour toutes les valeurs de n, on voi 
due h> 4 . hi • •• sont tons positifs. 

Considerons encore la relation 

Qn —■ (x a n— l) Qn — 1 hi — 1 Qn— 2, 

i’oii 

0 = (x± On — i) Q« _ i (Xj) h — 1 Qn — 2 0®j.) , 

0 (pCn <bi — l) Qn — 1 (.Xn) hi — 1 Qn — 2 (Xn)> 

On voit facilement que Q„_i(aq) et Q n - 2 (a: 1 ) sont positifs, tandii 
due Q n —i (xn) et Qn- 2 (^Cn) sont de signes contraires II s’ensuit que a„_ 
sst compris entre x 1 et Xn. 

En somme, nous pouvons affirmer que dans le ddveloppement er 
fraction continue (5), h> h> hi ■ ■ ■ sont to us positifs, tandis que a 0 , cq 
hi ... ont des valeurs comprises entre a et 6. 


XX. 


(Paris, C.-R. Acad, Sci., 97 , 1883 , 889 — 892 .) 


Sur quelques theoremes arithmetiques. 
(Extrait d’une lettre adress^e k M. Hermite.) 


Soit f(n) le nombre des solutions de l’dquation 


n = x 2 -\-y 2 ; 

lorsque n est impair on a, comme on sait, 

f( 2 n)=f(n); 

cela dtant, vous trouvez, pour w = 4< + l, 
/(2.1)+/-(2.5) + ... + (2.«) 



+ 4 cos 8 


(/* — 1 ) 
4 


/■1 dtant l’entier impair immddiatement au dessous de Vn ou 6 gal & V 
On a aussi, en supposant n = 8 1 -f- 1 , 

/(i) 4- m+fW) + ...+/•(») 



+4 00 sS <t=j?)i 


P dtant l’entier impair immddiatement au-dessous de Rw ou dgal k V 
et encore, pour n = 8 t 5, 


/(5)4-/U3)+A21)4--.-+f(«) 

in —1.5\ „ in — 3.7\ 


8 


E 


r-^- 6 )- E ( n -^ 7 ) +E & 9 ) 


+ sin 8 


OUit Cli oCLUliU 11CU ia VJ.V-0 v*xvx^v^ 


<p (1) + <P (5) + .. . + cp (4 n + 1) 

'■ + i S 4 E (^Stt + j ) - *• 


: 2 X e2 


oil 




1^4 w -J - 1 -f* 11 


(k = 0, 1, 2, 3, ...) 

En dcrivant ceci, je crois voir que cette formule rentrera dans 
vdtre cl l’aide de la relation 

■ga fn-k* + k+ 1 \ + 2AE / n-A 2 + ^ + l \ _ ^ /n + fc 2 + 2 fc+l^ 
v 2 Zc -j - 1 / V 

On peut ecrire encore 

9> (1) + 9 (5) + • • • + <P i n ) 


k + l \ — P2 ( n + + ** +_ l \ 

2*+l J — \ 2A+1 j 


=*2»( ! i i )+‘Z 


r + 1 E^' 


2 \ 4 r 

(r = 1, 3, 5, 7, ...) 


+^ +i ) 


J’obtiens encore 

V (1) + 9 (3) + <p (5) + • • • + <P (2 n — 1) 
In — 2 k 2 


(* = 0, 1, 2, 3, ...) 


V" 2 w —1 + 1 


On a enfin 

<p( 1) + ^(2) +•• •+ 9^ W = E (yj + 3E + 5E^|-) + • • •, 

puis, au moyen dune transformation analogue cl celle que vous av< 
faite de la somme 


on trouve 
en posant 


■l 3 


9> (l) + <P (2) +... + cp (n) = S -f S x ■ 

S = e(^) + 8 b(|) + ... + < 21 _ 1)b (_£_) i 
Sl = I? (»4i) + Ea (» 4 i) + ... + E 2 (»±i) i 




VJ A1.0 A A A J^V_/iV ALiiVXXLO XX X\.l A JTAiVAXL, 1 A'yJU HO. 


Je me suis aussi occupy de la fonction F(n), exprimant le nombi 
des representations de n, par la forme x 2 2 y 2 . La consideration c 
la serie 

- f - co - f - 00 

Z S Z,«- +S " 

— 00 —00 

donne d’abord la formule 

F (n) = 2 ($! -(-da d B — d 7 ), 

oil dj, d 8 , d 5 , d 7 signifient les nombres des diviseurs de n qui sont con 
pris dans les formes 

8&-J-1, 8*4-3, 8*4-5, 8A + 7, 
et Ton en conclut 


F (1) 4- F (2) 4- ... 4- F(«) = 2[e (-J-) 4- E (y) — E — E (y 

Cela pose, j'obtiens, par une transformation analogue k 
la formule suivante. Soit, pour abreger, 

nx 


la v6tn 


de sorte qu’on ait 


<p(x) = 2 sin 2 

<p (4 * -f 1) == 1, 
9? (4 * 4~ 2) = 2, 
y(4*4-3) = l, 
<P(4A) =0, 


puis, 


:E 


'KSn-fl-f 1 


et posons 

s = E (i) + E(f)-E(f)-i;(f.) + .. ±E( gi i r 


S,= y [E(l±i) 


4 -<p 


E 


'n + 2 


1 ’ 


+ + V 


E 


(ir) 


nous aurons 


F (1) 4* F (2) 4 - • • • 4* F («) = 2 [S 4 - — *<P a)]. 


XXI. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 97, 1883, 981—982.) 


Sur la decomposition d’un nombre en cinq carres. 
(Extrait d’une lettre adressee a M. Hermite.) 

Permettez moi de vous communiquer un rdsultat que je crois nou 
veau, sur la decomposition d’un nombre N~ 5 , mod 8, en cinq carr6 
impairs et positifs En ddsignant par cp (m) la somme des diviseur: 
ie m, le nombre de ces decompositions est 



C’est une consequence facile du theor^me de Jacobi concernan 
la decomposition en quatre carres impairs et positifs d’un nombr< 
= 4 , mod 8; theorbme qu’on peut maintenant considerer comme eld 
mentaire. Or je trouve que ce m£me nombre des representation: 
ie N = 5 , mod 8, par cinq carres peut s’exprimer aussi par cette nou 
relle formule 

f (N) + 2 /(N - 8.1 2 ) -f 2/(N — 8.2 2 ) + 2 /(N — 8.3 2 ) + . .. 

La fonction f(m) est definie de la manure suivante : 

eP — 1 

4 f(m) =— 2(— 1 ) 8 d. 
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impairs; mais je ne sais si ce th^or&me peut aussi se tirer de h 
thdorie des fonctions elliptiques x ). 


x ) Void, pour la decomposition en cinq carr^s impairs et positifs, une proposition qu 
lonnent les formules de la theorie des fonctions elliptiques. Soit n un entier = 1, mod 4 
posons, de toutes les manures possibles, n = dd sous la condition d'>3d; je considered 
la fonction 

*(«) = 2 J(3<*+</), 

qui peut 6tre d£finie par ddveloppement 

X (5) q + X (9) q* + ... + X (4 m + 1) q* + ... 

_ q &q% 7 q 21 (3w — 2) qm (3 m — 2) 

4 — q ‘ 1 — q^ 1 — q 5 * * * 1 — q2m—i 

I 9 , S 8 | g ai | . — :2) | 

^ (1 — qf ^ (1 — q»? ^ (1 — < 7 5 ) 2 ^ ' 1 ‘ ^ (i — q* » -1) 2 ^ ' ’ * 

Cela dtant, le nombre des decompositions d’un entier N = 5, mod 8, s’obtient par 1 
formule 

i X (N) -}- £ (N — 2 2 ) -f Z (N — 4 2 ) + 2 (N — 6 2 ) + • • • 

Supposons, par exemple, N = 45, ce qui donne 

} X (45) = 9, X (41) = 11, X (29) == 8, *(9) = 3; 

ous aurons 31 pour le nombre cherch6, et c’est bien en effet ce qu’on trouve par 1 
d^veloppement 

(• p^q+ ^q^+ p'q* 5 + ...)» = q* (1 + 5 q* + iOq* + 15 q* + 25 + 31 q™ + ...). 

(C. H.) 


XXII. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., 97, 1883, 1358 —1359.) 


Sur un theoreme de Liouville. 

(Note, pr6sentee par M. Hermite.) 

Dans le Tome XIV (2 e sdrie, annde 1869 , p. 1) du Journal de Ma- 
thdmatiques pures et appliqudes, Liouville, dans une Lettre adressde 
it M. Besge, a donnd une relation remarquable entre les nombres 
de classes de formes quadratiques 

A l’aide de considerations arithmdtiques, j’ai pu dtablir d’autres 
relations d’une forme analogue, et je me suis aperqu aprfes qu’on 
peut dtablir aussi toutes ces formules it l’aide de la thdorie des 
fonctions elliptiques Les thdor£mes I—IV qui vont suivre sont ceux 
que je connais jusqu’it present; le premier thdor£me est celui qui 
a dt6 donnd par Liouville. 

Comme je l’ai ddjit dit, on peut verifier ces thdorfemes it l’aide 
de formules tirdes de la thdorie des fonctions elliptiques; mais ddjit 
dans le cas du thdordme IV, cette verification demande des calculs 
assez prolixes. 

Designons gdndralement par F (n) le nombre des classes de formes 
quadratiques de determinant — n, dont un au moins des coefficients 
extremes est impair. Toutefois, lorsque n est un oarrd impair, i 
faudra diminuer de \ le nombre de ces classes pour avoir F(w); ains 
F ( 1 ) = , F ( 9 ) = 2 -|-, •. ■ Cette convention, qui simplifie les formules 

a dtd infmrlnitp nar 1VT TCronppk-pr 
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Cela posd, on a les theor^mes suivants: 

Th 4 or£me I. — Soit N un nombre positif impair; alors 

8 — 1 

2(— 1 ) 2 s F (4 N — s 2 ) = 2 (a: 2 — y 2 ) 

La sommation, dans le second membre, a rapport k toutes le. 
solutions de N = a: 2 -j- 2/ 2 ) x dtant impair et positif, y dtant quelconque 
aositif, nul ou ndgatif 

Thdor^me II. — Soit If un nombre positif quelconque; alors 

«-l N(N-J1) 

2 2 (— 1 ) 2 s F (4 N — 2 s 2 ) = (— 1) 2 2(x 2 — 2 y 2 ). 

La sommation, dans le second membre, a rapport k toutes le: 
solutions de N = x 2 -f- 2 y 2 , x et y dtant des nombres entiers quelcon 
pies, positifs, nuls ou ndgatifs 

Th6or£me III. — Soit N un nombre positif de la forme 8 A: -f- 3; alor. 

s ~ 1 i s l _1 /TSJ «2\ N-j-6 

2 2 (— 1) 2 + 2 sF(^-~ )=(—l) 8 Z(x 2 — 2 y 2 ). 

La sommation, dans le second membre, a rapport & toutes le 
solutions de N = a? 2 -f-2 «/ 2 , x et y dtant positifs et impairs. 

Th6or&me IV. — Soit N un nombre positif quelconque; alors 
8-1 

2 (— 1) 2 s F (16 N — 3 s 2 ) = 2 (x 2 — 3 y 2 ). 

La sommation, dans le second membre, a rapport k toutes le 
solutions de N = a? + 3 y 2 , x et y £tant des nombres entiers quel 
xmques, positifs, nuls oundgatifs, soumis seulement & cette restric 
tion que x-\-y doit 6tre impair. 

Nous devons ajouter que, dans toutes ces formules, le secon< 
snembre devient dgal & z6ro lorsqu'il n’y a pas de representation d< 
1ST par la forme quadratique indiqude. Cela a lieu, par exemple, dan 
le premier thdoreme, lorsque N est de la forme 4 A-)- 3 , et dans 1 
^uatrifeme, lorsque N est pair. 



XXIII. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 97, 1883, 1415—14 1 8.) 


Sur un theorfeme de M. Liouville. 

(Note, pr^sentde par M. Hermite.) 

: propose de montrer comment la thdorie des fonctions ellip- 
:onduit au thdorbme de M Liouville, qui a 6 t 6 l’objet de ma 
nte Note. 

“signant par K et E les integrates completes de premiere et 
ide esp&ce, les formules relatives au d^veloppement des fonc- 
: seconde esp&ce donnent 

K (K—E) _ q — 4 g* + 9 g 9 — 16 g 16 -f- 25 q * 6 — ... 
n* 1 — 2 q-\-2 q* — 2 <f -)-••. ’ 

4 KE_ 0 ^ + 9 a* + 26 g“+... 

• • • _2 “ i » is. 

2*+e‘+2 4 + • •• 

plagant q par q* dans cette derntere Equation, on trouvera 

K 

{x=\, 3, 5, 7, ...) 
ant cette formule avec (1), on aura 

(y — o, ±2, ±4, ±6, ...) 


- ,_K 1 /K[1 -W^ , Vk'(l-k'Vk>) 

■ ~ n*\2n 2 2 


V / 


' 1 '\ 2n 

(0 = 0, ±2, ±4, ...) 

Les formules (3), (4), (5), (6) donnent maintenant 


ou bien 


X 2 (x 2 — y 2 ) q x ‘+y' 


8K 3 


K 8 


k 2 V k' 


(7) . . 1 e22{&-y*)f , +* = -%-#Vk?=z9(q)P i (q)0 t (q), 


en posant 


fl( fl ) = l-2g + 2 fl *-2g® + ...=tl/^, 

I n 

0 2 (?) = .2^+22* + ... =|/-- K , 

r 71 . 

0.3 (?) = 1 4* 2 2 + 2 2 4 + 2 2 9 -f-. .. = l/-—'• 

r 71 


Or on connait ce ddveloppement 

0 (?) 0 2 (?) 03 (?) = 2 (g v — 3 2 4 + 5 2 1 — • • •) > 
et, d’aprbs une formule due it M. Hermite, 

«§(?) = 8 1>( 8 »+ 8)2"'^. 

o 

L’Equation ( 7 ) peut done s’dcrire sous la forme suivante 

x — 1 x 8 op 8n-f-8 

S (— 1) a 2 4 X F (8 w 4- 3) g * = 2 S (re 2 — q x '+ v ' ■ 
o 

oil il faut poser x — 1 , 3 , 5 , 7 , ... et y = 0 , ±2, ±4, ... 

Cette formule donne imm6diatement le th6or£me de M. Lie 
en comparant dans les deux membres les coefficients des r 
puissances de q. 

Remarquons que les relations connues 

0 (?) 08 (?) = 0 2 (2 2 ) et 0! (?) = 2 0 2 (2 2 ) 0 r (? 2 ) 

donnent 

as --1 x»12 

X(— 1) 2 »2 2 J. 


0 (?) 02 (?) 08 (?) = 4 [9 ( 2 2 ) 0 2 (? 2 ) 08 (? 2 )] 2 = 16 



SUR l?N THl'-UR^MR l>K M. I IMl'Ul l-R. 



»n aurait done pu dtaldir la fonm.lt* (?) <m |*m j.bo» M.nplrmrm 


>rniant directement le carrd tie vettr 1< }> ' 8 / ‘ 1 - 

is formules (3) et (4), dent nous nous sum met wrvi, j«rnvrju r*n 


tiles dans d’autres cas. 

Ajoutons encore aux thdore'mes dejA rmrnres If. trot* sutvant* 
Thdordme V. — Soit N un nombre posit if tie la forme h& {■ a , alo 


2«) -11/ V I- 

La summation, dans le second inembre, a rapport A tout*** !t 
elutions de liquation 2N f f, / etant tin cnrrtft tie la font 
8A:+9 et, par suite, y~ un carrd de la forme HA f 1. 

Thdordme VI. —■ Soit N un nombre powitif de la forme * A t l, alo 


a F (2 N 


!>* (•* J 


La summation, dans le second me in hr r, iloit n'dtemlrr A lout 
:s solutions de liquation N - .r 8 jr, j • taut jwwiitf ri impai 
un nombre quelconque, positif, mil on ndgatif. 

Thdor&me VII. — Soit N un nombre de la forme HA f (*. alow 


K J n» J 

2 1 ( 1) '•* 4 » 9 F (2 N — r I \-r -** 1 ) 

La som.nation, dans le second membre, doit n'eirmhr A nmt 
is solutions de l’dquation 2 N =.r }• jr*. ,r dtant un rarrd %|e la font 
A + 9, y* un carrd de la forme 8 A 4* i. 

Dans ces formules, le second membre deviettt dgal 1 «dr*» tout' 
“s fois qu’il n'y a pas de representation de 2 N mi de N |*ar la foru 
idiqude. 


XXIV. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 97, 1883, 1545 — 1547.) 


Sur le nombre de decompositions d’un entier en cinq carres 
(Extrait d’une lettre adressde k M. Hermite.) 


Dans votre dernifere lettre vous m’avez communique ces deu> 
formules 


(a) 


3 + 4 5 4 4-9 3 9+16q 16 + ... 

==(1 4* 2 2 -|- 2 2 4 +2 g 9 4 ~- ••) 


g 

-(1 + g f 


+ 


g 3 I g 6 

(l + g s ) 2 “ t '(l + 2 5 ) 2 ' 



2* 4 " 9g* -f- 25 g * 

= (g‘ + g f + g ¥ 4---) [1 


8g 2 


(1 4" g 2 ) 2 


+ 


8g* , 8 g 6 

(l + g 4 ) 2+ (l + g 6 ) 2 ' 1 ' 


C’est en etudiant votre premiere formule (a) que j'ai ete ament 
& considdrer de nouveau cette fonction F (w) qui represente le nombn 
total des solutions de n = a? 2 4- j/ 2 + a 2 4- & + “ 2 * 

Le nombre des solutions de n = x 2 4 - y 2 4 " o 8 4 * & £tant 


8 [2 4- (— l) n ] V ( n )> 

q>(n) designant .la somme des diviseurs impairs de «, il s’ensuit 

F (n) = 16 {<p (n) 4 - 2 cp (n — 1 ) 4-2 <p(n — 4 ) 4 ~ 2 q> (n — 9 ) 4-...] 

4-8(— l) n [<p(n) — 2<p(n— l) + 2<p{n — i) — 2<p(n — 9) + ...] 

II est essentiel d’observer que. lorsque n est un carre, il faut en- 


s aurons done 


j F (w) = 24 A (ft) + 16 B (ft) (ft pair), 

.IF (w) = 8 A (ft) + 48 B (ft) (ft impair). 

[aintenant votre formule (a) donne aisdment les relations suivantes 

A (w) = 4 B (w) (n = 3, mod 4), 

A(n) = 8B(w) (ft = 5, mod 8), 

A (n) = B (ft) (ft = 2, mod 4). 

s’ensuit done une simplification de l’expression de F (n) dans les 
lules (2). Or je trouve qu’une telle reduction est toujours possible, 
peut, en effet, exprimer toujours ces deux fonctions A (ft), B (ft) Tune 
l’autre. Voici, k cet effet, les formules 

4 B (ft) (ft = 3, fnod 4), 

24B(w) (n = l, mod8), : 

8 B (ft) (ft = 5, mod 8), 

03/t + l IK 

-~^~B(ft) (n = % 2kJ r 1 m, mod2, /c=Q,vl,2, 

03ft +i IK 

-B(w) m=3, mod4, k = 1, 2, 8,...), 

3 2 3fc + 2 —5 ' 

——^-B(ft) (ft = 4*m, m=l, mod8, k = l, 2, 8,.), 

2SZc-J-2 1 Q 

-B (w) (w = 4 fc ft?, m=5, mod 8, k = 1, 2, 3,...). 

ne reduction ult^rieure de Texpression de F (ft) est possible k 
le de ces relations 

i B (4ft) == 16 B (w) (ft = 3, mod 4), 

J B (4 ft) = 96 B (ft) (ft = 1, mod 8), 

J B (4 w) = 82 B (w) (ft = 5, mod 8), 

\ B (4 ft) = 8B(ft) (ft pair). 

'n trouvera de cette manure 

F (24* . m) = 40 f {k) B (2 m) (m~ 1, mod 2), 

F (4 & .m) = 80 f(k )B (m) (w = 8, mod 4), 

. . . F(4».w) =240[ 2f{k)-l]B(m) (w = 1, mod8), 

F(4 k .m) = 16[10/(/c)-S]B(m) (m~5, mod 8), 

k = 0, 1, 2, 8, ...,, 


A(w) = 
A («) = 
A (ft) = 

8 k A (ft) = 
8 fc A (w) = 
6.8* A(ft) = 
2.8 A A (ft) = 
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OUJ.V X/X/ jL/Jcj 

dh j’ai pose, pour abrdger, 

m=*!±l±l, 

ionc 

/(0) = 1, /'(1) = 5, / (2) = 87, f (k 1) = 8 f (Jc) — 3. 

On voit par consequent qu’on peut dans tous les cas exprimer 
? (4 n ) par F (w). 

Ayant construit une table de la fonction B (») pour les premieres 
:entaines, j’ai observe qu’on a toujours, p etant un nombre premier 
mpair, 

B W=£=l±i. 

Ayant ydrifie cette formule dans un grand nombre de cas, je n’ai 
>as de doute qu’elle ne soit vraie generalement, quoique je ne l’aie 
)as encore ddmontre. On a done aussi 

F (p 2 ) = 10 (p s — p -J- 1). 

Peut*£tre a-t-on encore 

B (y*) = PC^-Df^+lj+t 
t 

F(p 4 ) = 10[p(p 2 -l)(ps+i) + i], 

«ais je n’ai verifie cette relation que pour p = 3, 5 et 7 : les calculs 
ieviennent trop laborieux. 


XXV. 


(Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., i° sect., sdr. 2 , 19 , 
1884 , 105 — 111 .) 


Over de quadratische ontbinding van priemgetallen van 
den vorm 3/7 + 1. 

ilk priemgetal jp = 8 w + 1 kan voorgesteld worden als de som 
1 eene volkomen tweede macht en het drievoud van eene andere 
komen tweede macht 

. p = cc -f- 3 dd 

Eiet viervoud van zulk een priemgetal kan vercler steeds aldus 
Drgesteld worden 

. ip = AA -f- 27 BB 

Elk dezer ontbindingen is slechts op ddne wijze mogelijk. Dit 
es valt gemakkelijk uit de algemeene theorie der quadratische 
rmen af te leiden. 

In het tweede deel van Crelle’s Journal heeft Jacobi, in de ver- 
ndeling „de residuis cubicis commentatio numerosa" zonder bewijs 
ngegeven, dat de waarde van A in (2) gelijk is aan de rest, die 
in verkrijgt bij de deeling van het geheele getal 

(w + 1) (* + 2) (n + 3)... (2 n) 

1.2.3 ...» 

or p t waarbij men deze rest tusschen — \ p en -j- J p te kiezen 
eft. Hierbij doet zich dan nog de merkwaardige omstandigheid 
•or, dat A-f-1, bij deze bepaling van A, steeds door 8 deelbaar is. 




Voor de eerste priemgetallen verkrijgt men bijv.: 


p = 

7 

n = 2 

A — — 1 

28= l 2 + 27.1 2 

p — 

18 

n = 4 

A = + 5 

52 = 5 2 + 27.1 2 

p — 

19 

n — 6 

A = — 7 

76 = 7 2 + 27.1 2 

V — 

31 

n = 10 

A = — 4 

124 = 4 2 + 27.2 2 

p — 

37 

n — 12 

A = + 11 

148 = ll 2 + 27.1 2 

p = 

43 

w = 14 

A = + 8 

172 = 8 2 + 27.2 2 

p = 

61 

n = 20 

A = — 1 

244= l 2 + 27.3 2 


Het bewijs van deze eigenschap, die in een nauw verband staat 
met de eigenschappen der algebralsche vergelijking, van welke de 
verdeeling van den cirkelomtrek in p deelen afhangt, is te vinden 
in Cauchy’s Mdmoire sur la thdorie des nombres (M6m. de l’Acad. 
d. Sc., t. 17, 1840) en bij Lebesgue in het Journal de Liouville 
t. 2 , p. 279. Voor verdere bijzonderheden is te verwijzen naar 
Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung, p. 144. 

Op andere wijze is dit theorema van Jacobi ook afgeleid in de 
verhandeling „Bijdrage tot de theorie der derde- en vierde-machts- 
resten” in het 17 do deel der Verslagen en Mededeelingen der Ko- 
ninklijke Akademie van Wetenschappen en wel aldaar in art 40, 
p. 416. 

Aanknoopende aan de ontwikkelingen daar voorkomende, wensch 
ik hier, uit het theorema van Jacobi, eene directe bepaling van den 
wortel c van het enkelvoudige quadraat in (1) af te leiden; het zal 
dan bhjken, dat c de tusschen — \p en + % p gelegen rest is, die men 
verkrijgt bij de deeling van het geheele getal 



n._, (»+l)(» + 2 )--' 

, (2 n) 

door p } en verder 

is dan c — 

1 . 2 .3. ..w 

-1 door 3 deelbaar. Bijv.: 

P= 7 

n~ 2 

c = — 2 

7 = 2 2 + 3.1 2 

p — 13 

n = 4 

c = + l 

13 = l 2 + 3.2 s 

p — 19 

n = 6 

c= + 4 

19 = 4 2 + 3.1 s 

p = 31 

n = 10 

c = — 2 

31 = 2 2 + 3.3 2 

*3 

II 

00 

n — 12 

c —— _i_ 5 

37 = 5 2 + 3.2 2 



lij dan, evenals in de aangehaalde verhandeling, q een primitieve 
demachtswortel der eenheid, a -f b Q een primaire factor van p, dus 
p = (a -f- b q) (a -f- b q 2 ) = a 2 — ab- -f- & a , 

-1 en b beiden door 3 deelbaar; verder f een der beide wortels 
t de congruence: 

1 x (modp) 

wel f z66 gekozen, dat a-f -bf door p deelbaar is. 

/olgens het boven aangehaalde theorema van Jacobi is dan 

. . . . 8 , - t =- ^±lli n + 2l . ^ 2n) 

1.2.8... w v 

verder is volgens de criteria voor het cubisch karakter van 2 

2 w ee1 

ineer b even is, 


ineer a even is 


2 W ~/ (modp) 


2 n =f 2 

ineer a en 6 beiden oneven zijn. (Zie t. a. p. p. 898.) 

)eze drie gevallen moeten nu afzonderlijk behandeld worden. 


I. b even, 

n dit geval leiden wij uit 

p = a 2 — ab + & 2 


4p = (2 a — 6) 2 -j- 3 b 2 

= (« — * &) a + 3 (4 &) a - 

n de vergelijking (1) kan dus genomen worden 


c = — (a — J &). 

Jit (3) volgt dan 

c=l +1)(w + 2)... (2 n) 

2 ‘ 1 . 2 . 8 ...« 


wel, daar in dit geval 2 M = 1 is, 

• . fl = 9n -i( n + l)(w + 2)...(2w) 

I.2.3...n " 


(mod p) 


(mod p). 


Uit a ee 2, 6 = 0 (mod 8) volgt verder 

(5 a ).c = 1 (mod 8). 

II. a even. 

In dit geval schrijven wij in plaats van 
p = a 2 — ab -j- 6 2 
16 p = (2 a — 4 6) 2 -f- 3 (2 af 
of 

£ = (1 a — 6) 2 4- 3 (£ af , 
zoodat wij in (1) kunnen nemen 

c~\a — 6. 

Nu is 

6) (« -|- &/*) (1 -f- 2/) = c»—2 6-|— (2a — 6)/’= — a — 6— (2a — b)f 2 (modp) 
n a-•(-&/'= 0 (modp), derhalve 

a — 2bEE—f(2a — 6 ), 

zoodat uit (3) volgt 

.1 .2.3... ?f 

of wel, daar nu /*=2 M is, 

(4‘) .... c = 2 ”~ 1 Y'|~: ~3 fl.' ii' ' ' 2 • ( mod P)- 

Uit a be 2, 6 = 0 (mod8) volgt verder 
(5 6 ) .ce= 1 (mod 3) 

III. a en 6 oneven. 

In dit laatste geval bedenke men, dat 

-16 p = (2 a + 2 6) 2 + 3 (2 a — 2 6) 2 

zoodat genomen kan worden 






t (6) volgt nu a + b ee — f 2 (2 a — b) , dus geeft (3) 

a + + + (modp) . 
aar nu in dit geval 2 n =f 2 is, zoo volgt 
• ■ • • c^2»- (w + 1 1 )( ” + 2) ; b - (2 ^ (mod p), 

ijl gemakkelijk te zien is 
.c = 1 (mod 3). 

it de vergelijkingen 4 a , 4 & , 4 C , 5“, 5 6 , 5 C blijkt nu, dat men in elk 
J heeft 

. ^ 

1.2.3 ... n 

. c~ 1 (mod 3), 

een dus het boven reeds uitgesproken theorema geeft. De con- 
:ntie (4) kan men nog een anderen vorm geven. Daar n even 
.chrijve men 2 m voor w, dan is 

„ o aw _i (2w-fl)(2w-}-2)...(4 m) 

1.2.3... (2 m) 

u is 

2 m +1 = — (4m), 2m + 3== — (4m — 2), 

2w-f5 = - (4 m — 4)... enz. 
behulp waarvan men verkrijgt 

iwosm-i [(2 ffl -f 2) (2 m -j- 4)... (4 m )] 8 
; ' 1.2.3... (2m) 

ia eene kleine herleiding 

CE =, ^ 04^-1 (m + 1) (m -f 2)... (2 m) 

} 1.2.3. ..m 

p-i p*~ i 

2 3>n __ 2 2 ==(_!) 8 

p 2 — 1_9 m 2 -|- 3 m 

8 ““ 2 


u is verder 





Van dezen exponent het even getal aftrekkende, kan 

nen eenvoudiger schrijven 

m 7 — m 

2 3w EE(— 1 ) ^ , 

ius ten slotte 


7) . CEE 


, _, (»» + l)(m + 2)... (2 m) 

( ’ 1.2.3 ... m 


(modp = 6 m -}- 1). 


Deze laatste congruentie ter bepaling van c is zonder bewijs, en 
sonder de hier verkregen nadere bepaling van het teeken van c, gege- 
ven door Oltramare in het 87 Bte deel der Comptes rendus de l’Acad. 
d. Sc., p. 735, te gelijk met meer soortgelijke. 
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XXV. 


(Amsterdam, Versl. K. Akad. Wet., i e sect., sdr. 2, 19, 
1884, 105—nr.) 


Sur la decomposition quadratique de nombres premiers 
de la forme 3 n -j- 1. 

Chaque nombre premier p = 8 n -f- 1 peut 6tre reprdsentd par la 
nme d’un carr6 parfait et de trois fois un deuxikme carrd parfait 

. p = cc 8 dd 

En outre, le quadruple d’un nombre premier de ce genre pent 
ljours £tre repr^sentd par l’expression suivante 

.4p = AA + 27BB 

L’une et l’autre decomposition ne sont possibles que d’une seule 
infere pour chaque nombre p. Tout ceci se ddduit aisdment de la 
forie gendrale des formes quadratiques. 

Dans le deuxi&me tome du Journal de Crelle, Jacobi, dans son 
:jmoire „de residuis cubicis commentatio numerosa” a dnoncd, sans 
donner la demonstration, le theor^me suivant: la valeur de A 
ns l’expression (2) est egale au residu qu’on obtient lorsqu’on 
/ise le nombre entier 

(w + l)(n + 2)(n + 3)...(2w ) 

1 . 2.8 ... n 

r p; il est entendu qu’il faut prendre pour rdsidu un nombre com- 
is entre —\p et II en rdsulte de plus la remarquable cir- 

nstance que, lorsqu’on determine le nombre A de cette manure, 
+ 1 est toujours un multiple de 3. 




Pour les premiers nombres premiers du genre consider on ob- 
tient p. e. 


p = 

7 

n ~ 2 

A = — 1 

28= D + 27.1 2 

p = 

13 

n— 4 

A = + 5 

52= 52-f 27.1 2 

p — 

19 

n = 6 

A = — 7 

76 = 7 2 -j- 27.1 2 

p = 

31 

n = 10 

A = — 4 

124= 4 s -j- 2 7.2 2 

p — 

37 

n = 12 

A = + 11 

148 = ll 2 -}- 27.1 2 

p — 

43 

n— 14 

A —4- 8 

172= 8 2 + 27.22 

p — 

61 

II 

CO 

o 

A = — 1 

244= l a 4- 27.3 2 . 


La preuve de ce th6or£me, qui est etroitement lie aux proprMt6s 
de liquation algdbrique d’oh depend la division de la circonference 
du cercle en p parties, se trouve chez Cauchy dans son M^moire 
sur la th^orie des nombres (Mem. de l’Acad. d. Sc., t. 17, 1840) et 
chez Lebesgue dans le Journal de Liouville, t. 2, p. 279. Pour plus 
de details je renvoie & Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung, 
p. 144. 

Une autre demonstration de ce th6or£me de Jacobi a 6t6 donn6e 
dans l’article „Contribution & la th6orie des r&sidus cubiques et bi- 
quadratiques” dans le 17 1 ® 1110 tome des Verslagen en Mededeelingen 
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen, p. 416, n° 40. 

Je d6sire ici, en prenant pour point de depart les developpements 
contenus dans cet article, tirer du theor6me de' Jacobi une deter- 
mination directe de la racine c du carre simple qui figure dans 
liquation (1). II paraltra que c est le residu situe entre — \p et -f \p 
que l’on obtient en divisant par p le nombre entier 

n n - i («* + D (?_+ 2 > ‘JL- (2 

1.2.37." n 

tandis que c — 1 est un multiple de 3. 

Par exemple 


p= 7 

n = 2 

c = — 2 

7 

= 2 y + 3.1 3 

p= 13 

n= 4 

c= + l 

13 

= l 2 4 - 3.2 2 

p = 19 

n = 6 

c= + 4 

19 

= 4 2 + 3.1 2 

p — 31 

n = 10 

c = — 2 

31 

= 2 2 4 - 3.3 2 

p = 37 

n = 12 

c = — 5 

37 

= 5 2 4 - 3.2 2 . 


iupposons done, comme dans l’article citd, que q soit une racine 
ique primitive de l'unitd, a-\-bg un facteur primaire de p, et 
consequent 

p = (a -f- b q) (a + b q 2 ) = a 2 — a b + b 2 , 
a + 1 et b sont l’un et Pautre un multiple de 3. Supposons de 
5 que f soit l’une des deux racines de la congruence 
l-j~£ + £ 2 = 0 (mod_p) 

nombre / etant choisi de telle mani&re que a -\-bf soit divisible 

P- 

Vaprfes le thdorkme de Jacobi citd plus haut, on a alors 

. . . . (modp) 

1.2.3 ...n v J 


dIus, en vertu des critkres du caractfere cubique du nombre 2, on a 


que b est pair 
que a est pair, 


2 W = 1 

2 m ee/' (mod^) 


2 n ~f 2 

que a et b sont impairs tous les deux. (Consultez la p. 398 du 
noire citd.) 

<es trois cas doivent &tre considdrds s£pardment. 


I. & est pair. 

In ce cas 1’Equation 

p = a 2 — a b 4- b 2 

conduit k 

4:p — (2 a — 6) 2 -(- 3 6 2 
= («~i &) 2 + B(| bf. 
►ans i’dquation (1) on peut done prendre 

Le 1’equation (3) Ton tire alors 


>u bien, comme dans ce cas 2 M =1, 
£°) . . 


c _ 2»-1 (mod p). 

1.2.3 .. .n 


Des Equations a = 2, 5 eee 0 (mod 8) on tire ensuite 
5 a ). c = 1 (mod 8). 

II. a est pair. 

Et ce cas nous remplagons liquation 


ar l’dquation 


p = a 2 — a b + b 2 
16 p = (2 a — 4 6) 2 -f- 3 (2 a) 2 


P = (ia-bf + 3 (|a) 2 , 

sorte que dans l’dquation (1) nous pouvons prendre 


Or, on a 

>) (a-f-&/ , )(l + 2/’)==a>— 2b-\-{2a — b)f^ — a — b — {2a — b)f 2 (modp) 
t a -J- b f= 0 (mod p). Par consequent 

a —2 b== — f(2a~~b). 

>n tire done de liquation (8) 

(n + l)(w + 2)...(2n) 
a — ib ^t fT2 73.T7i 

li bien, vu qu’ici /■=== 2 n , 

c = (mod p). 

J 1.2.3...W \ r/ 

Des Equations a ~ 2 et & = 0 (mod 3) on conclut en outre 
h ) . c~ 1 (mod 3). 

III. a et b sont impairs. 

Dans ce dernier cas on a 

16 p = (2 a + 2 6)2 + 3 (2 a — 2 bf , 



i bien 





te qu’on peut prendre 


a 4- b 
c = ~2 

tire maintenant de liquation (6) a -j- b ee — f 2 (2 a — 6); l’dqua- 
5) donne done 

i x. (w + 1) (w + 2)... (2 n) , . 

, + isf llfc— (mod *>- 

:omme en ce cas 2” ~ f 2 } il s’ensuit que 

, (»+l)(n + 2)...(2w) , , x 

. . . e = 2»- n — • (mod*), 

qu’on voit aisdment 
. c == 1 (mod 3). 

Equations (4 a ), (4 & ), (4 C ), (5 a ), (5 & ) et (6 C ) foht voir qu’on a dans 
;s cas 

-<« 

.c- I (mod 3), 

fournit le thdor&me dtioncd plus haut. 

)eut donner encore une autre forme k la congruence (4). Cotnme 
)air, on peut remplacer ce nombre par 2m; alors 

. = (2 m + 1)(2 m + 2)... (4 m) 

i . 2.3 ... (2 m) 

on a 

2 m -f-1 == — (4 m), 2 m -f- 3 == — (4 m — 2), 

2 m -f- 5 ~ — (4 m — 4). .. etc. 

aide de ces Equations on obtient 

c =-f_ i»2s-i [(2w + 2> (8»i+4)...(*«i)f 
1 ' 1.2.8..7(2«) 

n, apr&s une reduction facile, 

r — f oim-i (»! + 1) ( OT + 2)... (2 m) 










On a de plus 


p — i p* — \ 

2«m = 2 2';..- (_ 1) B~ 

p 2 — 1_9 m- -j- 3 m 

8 ~ ' ~ 2 


Retranchant de cet exponent le nombre pair ~- m s on 
>eut dcrire plus simplement 

m* — m 

2 3 ": = (-J)' 3 , 

lone enfin 


7) . c 


1 i”*’r“ o„, + 1) (»H- 2). •. (2 m) 

' ' ' 1.2.3... 


(modjo = 6 m + 1) 


Cette derni&re congruence qui determine le nombre c a 6t6 donn^e 
ans preuve par Oltramare dans le 87 ihrao tome des Comptes rendus 
le l’Acad. d. Sc., p. 735, en m&me temps que d’autres formules 
nalogues. Mais cet auteur n’a pas d6termin6 le signe de c. 



XXVI. 


irlem, Arch Nderl. Sci. Soc Holl., 19 , 1884 , 37 2 —39°-) 


Dte sur le deplacement d’un systdme invariable dont 
un point est fixe. 

On sait depuis Euler que ce ddplacement se ramdne toujours 
rotation autour d’un axe qui reste fixe. 

iieurs auteurs ont dtabli ce thdordme d’une manidre purement 
ique; je citerai en particulier Duhamel, qui a traitd de ce 
dans l’introduction de son Cours de mdcanique. 
e reviens sur cette mature, c’est pour mettre en lumidre une 
ltd inhdrente k l’analyse suivie par Duhamel. On verra en effet 
s formules donndes par cet auteur pour determiner la position 
ce de rotation, cessent de donner cette position dans un cas 
* est cependant parfaitement ddterminde — je parle du cas oil 
lacement se ramdne k une rotation de 180°. 

0 le point fixe, Ox, Oy,Oz les axes d’un systdme de coordon- 
ictangulaires fixe dans l’espace, Ox lt Oy 1} Oz 1 ceux d’un systdme 
>rdonndes rectangulaires lid au systdme invariable. Les cosinus 
igles que forment entre eux les axes de ces deux systdmes de 
nndes rectangulaires se trouvent rdunis dans le tableau 



x x 

Vi 

*l 

X 

a 

b 

c 

y 

a' 

b' 

c' 

z 

a" 

b n 

c" 


Ces valeurs se rapportent k la premiere position du systAme in- 
iriable. Pour la seconde position nous 6crirons a-\-A a, & 

. , c" + A c" au lieu de a, b,..., c". 

Nous supposons qu’on peut faire co'fncider les directions positives 
2 S x x , y x , z x avec celles des x, y, z; on sait qu’alors le ddtermi- 
mt formd avec les neuf quantity a, b, c" du tableau (A) est 
ral k -f- 1. 

Je rappelle quelques relations entre ces diverses quantit6s: 

a = b' c" — b" c', 

1 = a 2 4- a' 2 + a" 2 , 

0 = ah -J- a' b' -J- a" b". 

Pour abrdger, je ferai usage d’un signe sommatoire 2 qui aura 
ipport k trois termes, que l’on ddduit de celui qui est 6crit en 
ettant 1'accent simple et double; p. e., les deux derni&res re- 
tions sont 1 = 2 a 2 , 0 = 2a&. Un chiffre placd k la suite d’une 
rmule indiquera le nombre total de formules analogues qu’on peut 
t d6duire par un' changement, soit des lettres a, b, c, soit des 
:cents. 

II est clair qu'on a entre les quantitds a -J- A a, ..., c" •+• A c" les 
Ames relations qu’entre a, b, c". En combinant ces diverses 
dations on peut en ddduire un grand nombre d’autres; je rdtmis 
i quelques relations simples dont nous aurons surtout besoin 


). a — b’ c" — b" c', [9J 

).2EaAa-fSAft 3 = 0, [3] 

).2aA& + 2&Aa-)-2AaA& = 0. [3] 


Existence et determination de Vaxe de rotation. 

2. Cela posd, les relations 

<x — ax x \by x -\-cz x , 

) . \y = a'x x -{- b'y x -f- c ! z x , 

\z=^a"x x -\-b"y x -\-c n z x , 

)mbindes avec les Equations analogues pour la seconde position du 
rst&me, donnent 




&% = x 1 A a + y x A b 

. . . . Ay=x x A a' y 1 Ab' -j- z i A c> > 

A z = x x A a" -f Vi A b" -\-z x A c", 

pliant par a-fAzc, y-\~Ay, z-{- As les coordonndes du point 
rd aprds le ddplacement. Voyons maintenant s’il y a des points 
nt pas changd de position; on devra avoir 

j 0 = aq A a -\-y 1 A b 4" *1 A c, 

. . . . ! 0 = x 1 A a' + Vi A b' -f- z x A c', 

(0 = fljj A a" 4 - y\ A b" 4“ z \ A c". 

a’il soit possible de satisfaire k ces relations par des valeurs 
z \ qui ne sont P as toutes dgales k zdro, il faut et il suffit 
determinant 


j A a 

A b 

A C 

D = j A a' 

<1 

A c' 

; A a" 

A b" 

Ac" 


il cl zdro. Si cette condition est remplie, les trois plans re¬ 
ds par les dquations (6) passent par une mdme ligne, l’axe 
ion, dont la position est parfaitement ddterminde, du moins 
que les neuf mineurs du second degrd de D ne sont pas tons 
i zdro. 

Dsition I. 

terminant D est toujours dgal k zdro. 
sition II. 

leuf mineurs du second degrd de D sont tous dgaux k zdro , 
:nt dans le cas qu’on aAa = 0, A 6 = 0, ...,Ac" = 0, 
lire quand il n’y a pas de ddplacement. 

jnons par Da, D&, ..., D c . les mineurs de D, en sorte qu’on a 
iD = 2 AaD a =2AbDb = 2 AcD 6 
lo =2AaD 5 =SA6D c = SAcD„. 

:ur de D a est A b' Ac" — A b" A c ’, mais l’dquation (1) donne 
= b' A c" — b" A d 4 - c' A b' — c' Ab" Ah' A c" — A b" A c', 


i = A a — b' A c" 4- b" A c' — c" A b' 4* o' A b" , [3] 

*• = A a' — b" Ac -f-6 Ac" — c Ab" ~\- c" Ab, [3] 

(. = Aa"-6 Ac'46'Ac -c'A6 |c A6' [3] 



On en ddduit, en multipliant par A a, A a' , A a" et faisant l’addition 

3) .... . D = X An a — S&D&--XcD c . [3] 

Mais en multipliant les Equations (9) par a, a', a" on trouvera par 
Idition, en vertu des relations (1) 

CL D« —— X CL A CL £ b A b — X C A C , 

i bien, k cause de (2) 

(SftD ffl = -^SAfl 2 + |SA6 2 -f |2Ac 2 , 

1) . . . S6Di=+pAa a -|SA62 4.pAc 3 , 

|scD c = + iSAfl8 + lSA63-.JSAA 

En substituant ces valeurs de X&D&, XcD c dans liquation (10) on 
)tient 

D = 0, c.q.f.d. 
es Equations (11), qui donnent 

2) . XaDo + S6D 6 + XcD c = J2: A a 2 -f £X A6 s -f \ S Ac 2 , 

nt bien voir qu’en supposant D« = D& =... = D«- = 0 on doit avoir: 
A a 2 = 0, X A b‘ A = 0, X A c 2 = 0, done A« = A6 = ,.. = Ac"=0 ) ce 

ii est notre proposition II. 

D’aprds la demonstration qui pr£c&de, il est bien Evident que la 
oposition I est une consequence ndeessaire des relations auxquelles 


s quantitds 



a , 

b , c 

a -j - Aa , b 4- A & , c Ac 

a' , 

b', d 

et a' -f’ A a' , &' 4 A b' , d -\- A d 

a", 

b ", c" 

a" + A a", b" -f- A c" -j-Ac' 


nt soumises, en sorte que cette proposition reste vraie quelles que 
ient ces quantitds, rdelles ou non. La proposition II, au contraire, 
t ddmontrde seulement en supposant rdelles les quantitds A a, A b, 
. , Ac". Nous reviendrons plus tard sur cette proposition II, pour 
ire voir qu’elle aussi est une consequence des relations entre les 
c", a a ,..A c" et ne depend nullement de la rdalitd de ces der- 
dres quantitds. 



iprks ce qui prdc&de, 1’axe de rotation est parfaitement ddter- 
par 

- : y 1 : z x = D^ : D& : D c 

.| • D&< ; D c - 

f == D a *: Dj.: D c * 

te determination devient illusoire seulement quand il n’y a pas de 
cement. Ajoutons encore les relations suivantes, qui nous se- 
utiles plus tard et que Ton obtient sans difficult^ en partant 
quations (9) et faisant attention aux relations (3) 

.... 26D« = 2aDj=-2AdA6. [3] 

obtient encore une expression remarquable pour la somme 
-f- 2 D& 2 -f- £ DA En effet, on a d’apr&s (11) et (14) 

2 CL Da == — A -J- B -(- C 7 
S6 D« = — 1 Aa A5, 

2cD«=-2AaAc, 

ti posd, pour abrdger, | 2 A a 2 = A, {2 A6 2 = B, }SAc 2 = C. 
>mme des carrds de ces trois equations donne 

2 V>\ = (— A + B -f C) 2 -f (2 A a A bf -f (2 A a A cf. 
i a, d’apr&s une transformation bien connue 

4AB=SAa 2 X 2 A b 2 = (2 A a A b) 2 -f- D c 2 -f- D C ' 2 -f- D c - 2 
4AC = 2Aa 2 X 2 A c 2 = (2 A a A cf + D& 2 -j- D&- 2 -f- D &. 2 ; 

2 Da 2 + 2 Dz> 2 4- 2 Dc 2 = (A -f B + C) 2 , 

1-dire 

. . 2 Da 2 + 2 D b 2 -j- 2 Dc 2 = 4 [2 A a 2 -f 2 A b 2 + 2 A <j2]2. 

Autre formule pour diterminer I'axe de rotation. 

D’aprks ce qui prdc&de, on a 

D = A CL Da -f- A & D b -f* A C Dc == 0 , 

A a! Da -(“ A b 1 D& -j -Ac 1 Dc :== 0, 

A a' 1 D a + A b" D b + A c n Dc = 0. 
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Ln multipliant ces equations par c -j- | A c, d -j- 1- a c\ d' -j- A c" la 
,antit6 D c sc trouvcra elirninee apr^s l'addition 5 en vertu des re- 
dons (2). En posant done 

|jp=S(c + iAc)A6 = — 2(6 + JA6)Ac 
>) • . . . J g = X (a-[- | A a) A c = - 2 (c -j- A c) A a 

‘ r=S(6 + J.A6)Aa=—S(o+jAa)A6 
obtient — q D« p D/, = 0 ou D a : D& — p : q. Eli rdunissant toutes 
; relations de m&me nature, on trouve 

/ P : Q : r = D« : D& : D c 

0. = D tf : Dy . De* 

' = : D?r • D c - • 

Par consequent la formule (13), qui determine l’axe de rotation, 
ut se mettre sous la forme 

*).®i : Vi ’ h = P : <1 : r. 

C'est la formule donnee par Duhamel. Elle devient illusoire quand 
i a cl la fois p = 0, q = 0 et r = 0. Nous verrons que cela a lieu 
m seulement quand il n’y a pas de deplacement, mais encore dans 
autres cas. Alors cette formule (18) devient insuffisante et il faut 
courir aux formules (18). Nous allons ddduire maintenant un syst^me 
: formules qui nous permettra de dire avec precision dans quels 
s on a: p = 0, q = 0, r = 0. 


4. Nous avons 

0 = {a -j- | A a) A a (a 1 -f- A a') A a 1 -j- (a" -f- \ A a") A a" 

-j -r = (b -j- l A b) A a -J- (&' -j- A b') A a' -j- (b" -j- A b") A a" 

— q = (c -f- J A c) A a -J- (d -}- | A d) A a 1 -j- (c" 4* | ^ d') A a". 

i eiiminant A a', A a" il vient 




R A a = r R& — q Re [9] 


ddsignant par R le determinant 


)) 


. R = 


a -f } Aa & -J- A & 

a' -f-|Aa' b' + -§ A b' 

a" + i*a" &" + iA 6 " 


c +£Ac 
d -j- A c' 
c/, 4- i ^ c,/ 


par R«,R 6 ,R C ' les mineurs du second degre de R. 




i valeur de R a est (&' -f J a b') (c"-f* l A c") - (6"+ i Aft") (c' + i A c') 
apdrant les multiplications on peut simplifier le rdsultat & 1’aide 
a relation (1) et de la valeur de Aa qu’on en tire; on trouvera 

R a = a 4- \ A a — £ (A b' A c" — A b' r A c '), 

d. 


.Ha = a + } A a — \ D ft . [9] 

n en tire aussitdt 


. 2 R a A a = 0 , [3] 

.2R a A6= — r, [3] 

.2 R« A c = -f q. [3] 

[uation (19) donne ensuite 

R2Aft 2 = r2RiA([-g2R f Aa, 
RSAaAfr=r2R/,A6 — g S R ( . A 6 , 

:-&-dire, en vertu des relations (22), (23), (24) 


R2 Afl 2 = g 2 -f r2 ' RSAfl A&=— pq, 

. . . . R 2 A 6 2 = r 2 -f p 2 , RSA6 Ac = — qr , 

R 2 A c 2 =p 2 -f g 2 , R2AcAa= — rp , 

aien, en faisant attention aux formules (11) et (14) 

p 2 = RSfl D a , 

. q* = R 2 b Dz,, 

r 2 = R 2 c D c . 

|gr = R26D c = R2cD6, 

. \rp — R 2 c D ft = R 2 a D c , 

!pg = R2aD& = R2&Da. 

[ous pouvons maintenant exprimer aussi les D a , .. D r & l’aide 
o, q , r; — en effet, les formules 


R (d Da 4* Q>' Da- 4“ ^ ,f> D a *) — P^ i 

R (b Da 4- b' Da- 4- b" D«-) = p q , 
R (c Da 4" c> Do' 4" c " Da') —pr 

nent aussit6t la premiere des neuf Equations 
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I RD a — p(a p b q -\- c r), R D& =: g (a p -j“ ^ q ~\~ c r ), 

R Da- = p (a f p b' q -{- c' r), R D&- = q (a 1 p -f- b 1 q -J- d r), 

RD a . — p(<i"p-\-b"q-\-c"r) ) R D 6 * — q {a"p -f b"q -f c''r ), 

RD C =r(ap-{~b q -\-c r), 

R D c / = r {a' p -f- b' q -f- c' r ), 

R D c » = r ( a n p -j- b"q -f c"r). 

apr&s la definition des R«, ..R c *, on a R = X (a -f { A a) R a , } ou 
;n, ci cause de (22), R = SaR«. En substituant la valeur (21) de 
il vient 

R = 1 + | X a A a — i X a D a — 1 — J 2 A a 2 — J 2 a D a , 

bien , parce que les relations (11) donnent X A a 2 = 2 & D* -f- Xc D C) 

') . . . . R = l —JXaD« —JX&D6—£XcD c . 
i tire des equations (26) 

p 2 4* 4* r% = R ( s a Ra 4* 2 6 D<. 4* 2 c D c ); 

facteur de R dans le second membre est dgal & 4(1 — R) d’aprbs 
|), done 

i).p a + g 2 -f r 2 =4R(l-R). 

La relation (21) donne encore X&R a = |X6Aa — £ X & D a , ou bien, 
:ause de (14): x & R a = | X b A a-|- i X A a A b, e’est-^-dire: X b R a =-£r. 
obtient de la m£me mani&re 

, p = 2 X c R& = — 2 X b Be , 

).j q = 2 X a Rc == — 2 X c Ra > 

(r = 2 X & R a = — 2 X aR/,. 

s equations 

CL Ra “f" Qi Ra' "4“ O'" Rtf’ == R J 

b Ra ~f" b' Ra’ "4“ b" Ra' == ? 

C Ra -f- C 1 Ra' ”4" C n R«* = 

nnent maintenant la premiere des neuf relations 

/R a = a R 4- J (b r — c q), R& = b R 4- J (c p - a r ), 
l R a . — a' R 4-|(&'r — c'q), Ry = & ; R +i(c'p — a>), 

J-Ra- = a"R-f£(&'V — c"q), R&* = &"R -f — a"r), 

^ J R c = c R + £(a ff — & P), 

I R c , — c' R -f i (a' q — &'p), 

\ R c * = c"R + | (a ,, q — b"p). 




iomme des carrds des mdmes Equations donne 

[3] 

SR; + 2B|4-SR; = 3R a + i(i> a 4-9 a + » a ), 

-k dire, en vertu de (30) 

.SR 2 -f SR?-f2R 2 = R 2 4-2R. 

Revenons maintenant k la proposition II, qui a dtd ddmontrde 
iment en supposant A a, A 6, Ac" rdels Faisons done: 
:D& = ... = D C ' = 0 et voyons ce qui s’en suit Les Equations (29) 
6) donnent: R = l,p = 0,^ = 0,r = 0. Ensuite les Equations (19) 
A« = 0, A6 = 0, A c" = 0. 

ornme nous l’avons ddj& annoned cette proposition II ne ddpend 
; en aucune fa$on de la rdalitd des quantitds Aa,.,.,Ac". 

Voyons maintenant dans quels cas la formule (18) cesse de 
rminer l’axe de rotation, c’estA-dire dans quels cas on a jp = 0, 
0, r = 0. La formule (30) fait voir que R est dgal k l’unitd ou 
sro. 

remier cas: R — 1, p = 0, q = 0, r = 0. 

es relations (28) font voir que tous les D a ,..D c . deviennent dgaux 
iro, d’aprds la proposition II, il s’ensuit que tous les A a, ..Ac" 

: aussi dgaux k zdro: il n’y a pas de ddplacement. L’inddtermi- 
on de l’axe de rotation dans ce cas est aussi annonede par 
uation (13), elle est dans la nature des choses. Les quatre dqua- 
s R=l, p = 0, q = 0, r~ 0 vdrifiant la relation (30) dquivalent 
rois conditions, qui suffisent k ddterminer le ddplacement, qui 
nul, comme on Fa vu. En effet, la condition R = 1 donne bien 
- <f -f r 2 = 0, mais algdbriquement cela n’entralne nullement 
0, g = 0, r = 0, bien que cela ait lieu en admettant seulement 
valeuirs rdelles. P. e., supposons que le tableau (A) spit 

10 0 f ii i I 

0 10 et aprds le ddplacement j ^ — 1 done 
001 —ill 



Aa A b Ac ~i, 

Aa' =Ji, A b 1 = — i, Ac' =-l, 

A a" = ~i, A6" = l, Ac" = 0. 
n trouvera R = 1, p — 1, q — i, r~0. 

II en est tout autrement dans le 
Second cas: R = 0, jp = 0, q = 0, r = 0. 

En effet, les Equations (26) montrent que la condition R = 0 en- 
raine ddjk ces trois autres: p = 0, 2 = 0, r = 0. Ce second cas est 
one caractdrisd par la condition unique R = 0, qui ne peut pas 
dterminer le ddplacement, qu’on peut au contraire assujettir encore 
deux autres conditions. 

Pour reconnaitre la signification de cette condition R = 0, il faut 
e reporter aux Equations (4) et (5), qui donnent 

x ^ A x = (a -f | A « ) % -f -}- •£ A & ) 2/i -f- ( c +% Ac )z 1} 

V + i A y = {a' -f \ A a') y x 4- (b' + £ A V) y x + (c' -f- ^ A c') z t , 

* + i A z = {a" + i A a") z x + (&" -f | A b") y 1 + (c" + \ A c") z x . 

)n voit par 1& que R = 0 est la condition ndeessaire et suffisante 
our qu’il soit possible de satisfaire aux conditions 
x-\-\Ax — Q, 

y + iAy = o, 

« 4-J AS=0, 

ar des valeurs de x lt y 1} z x qui ne sont pas toutes nulles. Pour 
)us les points d’une certaine droite passant par l’origine on a alors 
-j-A# = — x, y-\-Ay = — y,z-\-Az = — z, e'est-k-dire, aprds le 
^placement cette droite se retrouve dans sa premiere position, avec 
aperposition des deux moitids diffdrentes. Or une consideration 
domdtrique bien simple montre que le ddplacement consiste alors 
ans une rotation de 180° autour d’un certain axe, et que toutes 
is droites passant par l’origine et situdes dans un plan perpendi- 
ulaire & l’axe de rotation jouissent de la propriety dnonede. Ainsi, 
>rque R = 0, les trois plans 

(a + |A a)x 1 + (b +|A&)y 1 + (c -f^Ac)^ = 0, 

{a 1 + JAfl')a: 1 + (6' + i A b ') y x -f (c' +-J Ac , )« 1 = 0 > 

{a" + i A a 11 ) x ! + (&" + l A b") y x -f (c" +£ A c") z, = 0 
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it non seulement par une mdme droite, mais ces trois plans 
dent avec un plan mend par Torigirie perpendiculairement k 
de rotation Autrement, et dans le langage de 1’algdbre nous 
ins dnoncer cette : 

position III. Lorsque le determinant R est dgal k zdro, ces 
mineurs R a , R&, R c - s’dvanouissent en rafeme temps 
effet, la supposition R=0 donne p = 0, q~ 0, r — 0, et dds 
2 s equations (32) mettent en dvidence notre proposition. Cette 
nstration, on le voit, ne ddpend nullement de la rdalitd des 
itds comme la consideration gdomdtrique 

□us a conduit d’abord k cette proposition. Dans le cas actuel, 
ation (21) donne encore : D a = 4 (a -f \ A a) etc. , en sorte que 
,tion (18) de l’axe de rotation peut s’dcrire 

00 \' === o> “f" | *. b -f" ^ A b i c -|~ | Ac, 

== o> “f" 4” ^ ^ "4” ^ ^ d—§■ ■A 

= a ,/ -f|A a ": b" -f j A b" : c" + £ A c", 
i est bien conforme k ce que nous venons de dire. 
i’y a pas lieu de s’occuper du sens de la rotation, parce qu’une 
m de 180° dans Tun ou l’autre sens produit le mdme effet. 

Aprds avoir traitd compldtement le cas p = 0, q = 0, r = 0 
en ferons abstraction dans la suite, et par consdquent Taxe 
tation sera ddtermind par Tdquation (18). II nous reste k ddter- 
l’amplitude et le sens de la rotation qui permet de passer de 
:midre position du systdme invariable k la seconde position. 

: 0 Tamplitude de la rotation; comme une rotation 0 dans 
:ns produit le mdme effet qu’une rotation 360°—0 effectude 
le sens contraire, nous pouvons supposer la valeur absolue 
infdrieure k 180°. Prenons un point arbitraire P sur Taxe 
itation et une droite 0 Q perpendiculaire k 0 P et lide au 
le invariable. Pour amener la droite 0 Q dans sa position finale, 

■ la tourner d’un angle 0 < 180° autour de OP, dans un certain 
Supposons que par une rotation de 90° dans le mdme sens, 
iite 0 Q vienne dans la position 0 R. Alors nous conviendrons 
nsiddrer Tangle 0 comme positif ou ndgatif selon que les trois 




Iroites OP, OQ, OR ont ou n’ont pas la mfeme disposition que les 
.xes Ox , 0 y, 0 z. Nous avons pris arbitrairement la direction OP 
ur l’axe de rotation On voit qu’en prenant la direction opposde, 
e signe de 0 change. 

Supposons OQ dgal k 1’unitd et OQ' la position finale de OQ, on 
roit immddiatement que 

QQ' 2 = 4 sin 2 £ 0, 

;t cette Equation determine complktement la valeur absolue de 0 
Soient x 1} y lt z 1 les coordonndes de Q par rapport aux axes 0^, 
) 2 / 1 , 0 z v Les Equations (5) donnent 

Q Q' 2 = A x 2 -j- A y 2 -f- A z 2 = xf 2 A a 2 -j- 2 y x z x 2 A b A c 

-}- y\ 2 A b 2 2 z x x x 2 A c A a 

-j- s? 2 A c 2 2 x 1 y 1 S A a A b. 

in multipliant par R nous trouvons, en faisant attention aux re- 

ations (25) 

R (A x 2 -j- A y 1 -f- A z 2 ) = {q 2, + r 2 ) x\ — 2 qry 1 z 1 
+ (r 2 +p 2 ) y\—2rpz 1 x 1 
+ (P 2 + ? 2 ) zf — 2pqx 1 y 1 = 

( p 2 4- g2 r 2) (a;f + y\ -f z\) — (p % + q y x -f r zj*. 

Mais on a p x x -f- q Vi + r z x = 0, k cause de la perpendicularity de 
3 P et 0 Q, et x\ + y\ + 2 2 = 1; done 

4 R sin 2 J 0 =p 2 + (Z 2 + r2 — ^ L (1 — L). 

Nous arrivons done cl Texpression suivante, qui determine la va- 
eur absolue de 0 

'35). sin 2 0 == 1 — R. 

[1 faut encore determiner le signe de 0. Pour cela, soit 0P = 1, et 
soient 

Xl, r lt z, 

X 2 , y 2 , z 2 

X 8 , x 3 , z 3 

les coordonndes de P, Q, Q' par rapport aux axes 0 x v 0 y lf 0 % (dans 
leur position initiale). Le determinant 



X, Y, Z, 

X 2 ^2 Z 2 
x 3 Y 3 z 3 

alors dgal en valeur absolue au sextuple de la pyramide OPQQ', 
-k-dire 6 gal k ±sin 0 , et, d’apr^s la manure dont nous ddter- 
ons le signe de 0 , le signe de ces deux expressions est encore 
n£me, done 

Xi Y x Z x . X 1 Y x Z t 
sin 0 = X 2 Y 2 Z 2 :== X 2 Y 2 Z 2 

x 3 y 3 z 3 x 3 _x 2 y 8 _y 2 z 3 _z 2 

sin e = (X 3 _X 2 ) CY, z 2 - y 2 Zd 4 . ( Y 3 _ Y 2 ) (Z, x 2 _ Z 2 X x ) 

+ (Z 3 _Z 2 )(X 1 Y 2 _X 2 Y 1 ). 

en posant S = Vf 4- q 2 ~~- f7 2 , on aura X x = Y x = Z x =—• 

)n peut prendre arbitrairement S positif ou ndgatif, il faut seu- 
ent conserver dans la suite la valeur adoptde. 

-nsuite X S _X 2 , Y 3 _Y 2 , Z 3 _Z 2 sont dvidemment les projections 
les axes 0x x , 0y x , 0^ de la ligne Q Q'. Or on connalt, par les 
nules (5), les projections de QQ' sur les axes Ox, 0 y, 0on en 
el ut 

x 3 — X 2 = X 2 2 ci A cl Y 2 2 aA&-|-Z 2 2 aAc, 

Y 3 __ Y 2 = X 2 2 b A a 4 . Y 2 2 b A b + Z 2 2 b A c, 

Z 3 _ Z 2 = X 2 2cA0r4'Y 2 2cA&-j-Z 2 2c Ac. 

on trouve facilement, k l’aide des Equations ( 2 ), (16), (25) 

(R 2 a Aa = —J(g 2 4 -r 2 ) > 

. (R 2 b A b = — 4 (r 2 4- jp 2 ), 

(R 2 c A c = — <? 2 ). 

JR26 Ac = ~Rp4-| ? r, R 2c A & = 4 -Rp 4 -J g r, 

. . R2cAa = ~Rg4|rp, R 2 a A c = 4 R q 4 J r p, 
[R2aA& = —Rr4-fpg, R2&Aa = -fRr4-Jpg. 

introduisant ces valeurs et celles-ci: X^-f-, Z 1 = ir, 

b S S 

‘ent 
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RS sin e = | -J ( 2 a -+-) 2 ) X 2 +(-Br + i,j) T| +(R S + *»•,) Z 2 ] 

(?Z 8 -rY 2 ) 

+ [(R^ + iP?)X 2 -i(r* + p>)Y 8 +(-Rp + i?»-)Z 2 J 

(fXa-pZ a ) 

+ [(-Ej + Jrp)2 2 + (R P + j g r)Y sl -i(p 8 + ? 2 )Z 2 ] 

(p ?2 — q x 2 ). 

En r 6 duisant, le second membre devient divisible par R et Ton 
obtient 

S sin 6 = (q 2 -J- r 8 ) X| — 2 g r Y 2 Z a 
+ (r 2 + p 2 ) Y| — 2 r p Z a Xj 
+ (P 2 + S 2 jZ|-2p ? X !! Y !! 

ct comme toul cl 1 Ueure S sin 0 g- -j- 32 j done ddfinitive- 

ment 

(38).sin 9 = S. 

Les formules (35) et (38), c’est-&-dire 

sin 0 == S, 
cos 9 = 2 R — 1 

donnent sans aucune ambigultd Tangle de rotation 0 . 

8 . La position du systkme invariable depend de trois param&tres. 
Par consequent, on peut se proposer de determiner la seconde po¬ 
sition en connaissant la premi&re position et les trois quantitds p, q, r. 
Nous avons k exprimer 1’aide de p, q, r et de a, b, c, ..., c". 

Les formules que nous avons developpdes donnent facilement la 
solution de ce probl^me. Remarquons d’abord que la quantitd R se 
determine k Taide de la relation p% q 2 ~ 4 R (i — R). On trouve 
deux valeurs de R qui se rapportent & deux rotations autour d’un 
n&me axe, mais dont les amplitudes sont suppldmentaires. Les for- 
ules (19) et (32) donnent ensuite 

39) R Aa — R(br — cq) +{p(ap-\-bq-\-cr) — |a(p 2 -f g 2 + r2). [9] 

Void une autre expression des A a, ..., Ac" qu’on obtient k Taide de 
21) et (32) 

40) ... . Aa = br~cq-\-$D a — 2a(l — R). [9] 



mons par u, v, w les cosinus des angles que la direction OP 
: de rotation fait avec les axes 0x 1} 0 y lf 0 z lt et par k , k' } k" 
[nus des angles que la m£me direction fait avec les axes 
/, 0 z; on aura, d’aprks ce qui precede 

p = u sinG, ap -|-bq -j-cr =k sinG, 

q = v sin G, a' p -\-b' q c' r =k' sin G, 

r = w?sinG, a" pb" qc" r = k" sin Q. 

lations (28) prennent la forme simple 

1 — cos G) u k , Df, = 2 (1 — cos G) v k , D c = 2 (1 — cos G) iv k , 

1 — cos G) u k', D b- = 2 (1 — cos G) v k ', D C ' = 2(1 — cos G) w k ', 

1 — cos G) u ft", Dj,' = 2 (1 — cos G) v k", D c * = 2 (1 — cos G) w ft", 

or mules (40) 

A a = sin 0 (b w — cv) - f- (1 — cos G) (u k — a). [9] 

es Equations (13) et (18) sont celles de l’axe de rotation par 
aux axes 0^, 0 y 1% 0 ^ r On obtient des Equations aussi sim- 
rapport aux axes.On?, 0 y, 0 e. Eneffet, on a x x -=ax-\-a' y-\-a n z, 
-xka-\-yka'-\-zk a"-\-akx-{-a'ky-\-a" kz-\~kakx-\-k a'ky 
\z, et par consequent l’axe de rotation est determine par 

0 = x <\ a y A a' -\-z k a", 

0 = x kb y kb' z k b", 
0~xkc-^ykc’-\-zk c", 

x : y : z = D a : Da -: D a . 

= T)b ‘ Dj,' : D&» 

== Dc • Dc' \ D c *. 

oursuivant cette voie, il faudrait introduire, au lieu dep, q, r, 
tres quantitds s, s', s" par les equations 

Is =S(a' -j-jAa')Aa' / = -S (a" +1 A a") A a ', 

. s' = S (i a" -|- £ A a") A a = — S (a 4 Aa ) A a", 

' s" = S (a + \ A a ) A a' = — S {a' + £ A a') A a. 

: signe sommatoire S a rapport & trois termes qu’on ddduit 

i qui est dcrit en changeant a en b et en c. 





L’axe de rotation est ddtermind alors aussi par 
43). x : y : z = s : s': s". 

Dn obtient du reste un systbme de relations tout & fait semblable 
lux formules que nous avons ddduites dans le n° 4 ; je crois inutile 
le m'y arr&ter et je me contenterai de donner ces relations 

I s = ap -f & g p=as-\-a' s' -\-a" s", 

s' = a' p 4 -b' q -j- c' r , q = b s b 1 s' -f- b" s", 

s" = a" p + b" q + c" r f r — cs 4* c s' + c" s". 



XXVII. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 98 , 1884 , 663 — 664 .) 


r quelques applications arithmetiques de la thEorie des 
fonctions elliptiques. 

(Extrait d’une Lettre adressEe k M. Hermite.) 


viens de lire, dans les Comptes rendus, 1’intEressant article de 
lurwitz, qui m’a fait consulter de nouveau l’article de M. Liouville 
irie, t. IV) M. Hurwitz a parfaitement raison en disant qu’une 
des rEsultats que j’ai donnEs se dEduisent des thEorEmes que 
Jouville y donne. En effet, ces thEorEmes ne sont autre chose 
1’interprEtation arithmEtique de votre premiere formule 


_I _ 


f- 2 s q 2% -f- 3 2 g 8 * + • • • 

(1 _ 2g + 2?2 - + 23 a. + ... ) ^ + _^ 

vous savez que la deduction de cette relation 

F (4* m) = 240 [2 f{k) — 1 ] B (m) mod 8 ) 

2 peut tirer de lk, et alors votre seconde formule 


+••• 


I2qi _J_32g4 _|_g2g4 _|_ . . . 

= (g 4 -f Q 4 + Q 4 -f- •..) [l + 


8g a , 8g 4 , 

(i + g^^a + g 4 ) 2 " 1 " 


[uelque thEorEme arithmEtique Equivalent) devient indispensable, 
fin de son article , M. Liouville dit lui-m&me que ces thEorEmes 
ent lieu k quelques rEsultats curieux concernant la dEcomposition 
inq carrEs, et il exprime son intention d’exposer cela dans un 
: article; mais je ne crois pas qu’il ait publiE cet article, 
land je me suis occupE de la dEcomposition en sept carrEs, la 



;mi£re chose que j'ai t&ch6 d’obtenir, c’dtaient ces relations entre 

[4 m) et F 7 (m). J’avais mend a bonne fin cette recherche, mais je 

itais encore le besoin de revoir mes raisonnements et mes calculs 

>rds cette revision, voici les rdsultats, qui ne sont gudre plus 

npliquds que dans le cas de la decomposition en cinq carrds. 

CJ • . 40.32* — 9 /IX 82*+ 1 —1 „, %1 

Soient f ( k ) =-^-, g (Ic) =-^- et F 7 («) le nombre total 

s decompositions de n en sept carres, alors 

F 7 (4 fc m) — f(k) F 7 (m) (m— 1 ou 2, mod 4), 

F 7 (4* m)=g (k) F 7 (m) (m ~ 3 mod 8), 

F 7 (4* m) = — — F 7 (m) (m ~ 7 mod 8). 

II serait intdressant de deduire ces relations encore des formules 
iptiques, mais je n’ai point sdrieusement aborde cette question, 
ant abandonnd ces recherches apr&s quelques tentatives infructueu- 
>, et, pour le moment, d’autres travaux demandent tous mes efforts. 
Mais voici encore un autre resultat, bien particulier certainement, 
quel conduit Tanalyse des fonctions elliptiques. 

Soit d un nombre parcourant les diviseurs impairs de n y 

v(») = s(—1) et V»(0) = J, 

)rs, dans le cas 2 (mod 4), on peut exprimer la fonction F(w),de 
. Kronecker par la formule 

F (n) = -J £ yj (n — 2 r 2 ) = Zy(n — 8 r 2 ) (r = 0, ± 1, ±2, ...). 
l’aide de la mdthode de M. Hurwitz, on peut tirer de \h la valeur 
F (2 k 2 ), en sorte que la relation gdndrale 

F {np 2k )=\p k p k ~ x -j- • • • + P + 1 — (-~) (P k ~~ ] + • + ( w ) 

t vdrifi de main tenant, dans les cas w = ft 2 , n = 2k 2 , k Taide des 
rmules elliptiques. 


XXVIII. 

(Bui. Sci. math., Paris, s 6 r. 2 , 8 ? 1884 , 175 — 176 .) 


Sur le caract&re du nombre 2 comme rdsidu ou 
non-residu quadratique. 

Soit p un nombre premier impair et considdrons la suite des 
— 1 nombres 

i) .1, 2, 3, ..., p— 1. 

fous dirons que deux nombres consdcutifs k, k- f -1 prdsentent une 
ariation lorsque Tun d’eux est r£sidu, l’autre non-r 6 sidu quadra- 
que de p. 

Cela pos£, on voit facilement que le nombre total des variations 
ans la suite (A) est dgal k “— En effet, deux nombres k , k -f- 1 ? 
rdsentent une variation ou non, selon que le nombre m ddfini par 
k -f -1 = k rjc (mod p) 

st non-r 6 sidu ou r 6 sidu. Mais il est Evident que les nombres 
r i> r 2> •••> rp -2 

ont tous differents et qu’aucun d’eux n’est 6 gal k l’unitd, en sorte 
ue ces nombres sont 

2, 3, 4, ..., p-l, 

n faisant abstraction de l’ordre. Le nombre des non-r^sidus parmi 
ux, c’est-A-dire le nombre des variations dans la suite (A), est done 

»ien 6 gal cl ——. 

Supposons maintenant p = 1 (mod 4). Le nombre des variations dans 
1 suite (A) 6 tant pair, et le premier nombre 1 de cette suite 6 tant 
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6sidu, il s’ensuit que le dernier p — 1 ou — 1 est aussi r£sidu. Deux 
lombres k et p — k sont done en mfeme temps rdsidus ou non-rdsidus: 
I’ou il suit que le nombre des variations dans la suite 

B).1, 2, 3, .... 

st dgal k = n. 


Si n est pair, c’est-A-dire p = 1 (mod8), le dernier nombre - 2 - 
era done ndeessairement r6sidu, et partant 2 est r6sidu. 

Si n est impair, c’est-ci-dire p~5 (mod8), et 2 seront non- 

dsidus. 

Soit en second lieu (mod 4). Le nombre des variations dans 

suite (A) dtant impair, p — 1 ou —1 sera non-rdsidu et le nombre 

les variations dans la suite (B) sera dgal k — - = n. 

^ p _ 2 

Si n est pair, e’est-^t-dire pEzS (mod8), —^—serardsidu, partant 
; sera non r^sidu. 

p _ 2 . 

Si n est impair, c’est-Adire p~7(mod8), *- g- sera non-rdsidu et 
rdsidu quadratique de p. 



XXIX. 

(Astr. Nachr., Kiel, 109 , 1884 , 145 — 152 .) 


Quelques remarques sur l’integration d’une equation 
differentielle. 


1. Liquation differentielle, dtudide par M. H. Bruns dans les 
8 2588, 2553 de ce Journal (voyez aussi l’article de M. Callandreau 
ms le n° 2547) 

).+ w 2 x = 2 /? x cos t 

dtd considdrde aussi par M. F. Lindemann dans les Mathematische 
nnalen, Bd. XXII, p. 117 e. s. II m’a paru intdressant de rap- 
ocher ces deux solutions et de ddduire les conclusions de M. Bruns 
: l'analyse de M. Lindemann. 

En posant cos 2 \t = u, on obtient 

) • • *a~u)^ + ia-2u)?~ + (nZ + 2()-illu)x=:0 

les leux integrates particulteres dont se compose l’int£grale g6- 
irale sont, d’apr^s l’analyse de M. Lindemann 


Ici 


CVf (u) e +lM f 
C 1 VF(uje~ lM f 


du 

F (u)]/u{l — u) 
du 

F(w) l^uJT—uj 


0 = V— l) 


1 .F (m) = y c k u k 

0 

t une serie, convergente pour une valeur quelconque de w. C et 




t deux constantes arbitraires, mais la constante M est parfaitement 
rminde d&s qu’on connalt F(w); en effet, la substitution des ex- 
ssions prdcddentes dans liquation difterentielle conduit & la 
ition 


. . M 2 = J u (1 — u) F (m) F" (w) — ^ u (1 — u) F' (u) F' (u) -}- 

+ £(1 — 2w)F(w)F'(w) + (w 2 + 2 / 5 — 4^m)F(m)F(m). 

)n en ddduit par la differentiation et division par F (w) 

. . u(l — u)F'"(u) + % (1 — 2 w) F" (m)+ 

+ (4 n 2 + 8 0 — 1 — 16 p u) F' (w) — 8 p F (w) = 0. 

un facteur constant pr&s, qui s’dlimine de lui-m&me dans les 
sessions (2), la fonction F (u) est parfaitement d^terminde par ces 
ix conditions: 1° de satisfaire & liquation (5), 2° d’etre holomorphe 
is tout le plan. 

!. En introduisant de nouveau t, les integrates de ltequation ( 1 ) se 
isentent sous la forme 

_i 

Q- ( 0 = CVF(cos 2 }t)e J F(ooau<), 

.-.t r* 

Gt 1 (t) = C 1 VFjco^Jt)e'~ tm J f( cos'it)’ 

teipposons maintenant, ce qui a lieu en gdndral, que la constante 
qui est ddterminde par ( 4 ), soit difterente de z 6 ro. Alors on voit 
; F(w) et F' (u) ne peuvent s’dvanouir pour une mfeme valeur dew, 
sorte que toutes les racines de F(w) = 0 sont des racines simples, 
de plus les valeurs 0 et 1 ne sont point des racines de cette 
lation. 

Dn en conclut que la fonction F(cos 2 £*)> qui est aussi une fonc- 
a holomorphe de t, n’admet que des racines simples en la con- 
grant comme fonction de t, comme nous le ferons dans la suite, 
^ela gtant, il est facile de voir que G (0 et Q 1 ( t) sont des fonctions 
formes de t. Supposons en effet que la variable t, en partantd’une 
eur t 0 ddcrit un contour fernte, en sorte que la valeur finale est 
lie a t 0 . Alors, si le contour contient une seule racine a de 


(cos 2 -Jt) = 0, les valeurs initiales et finales de J/Ftcos 2 ^ t) sont de 

igne contraire. Mais l’int^grale J p (cos 2 ^ t) aura ^P rouv ^ un accrois- 
iment £gal & 

± 2 ett 

F / (a)l / a(l — a) 

iais, d’aprks (4) on a 

2 i M = ± F' (a) Va (1 — a) 

± i M f* dt 

t l’expression exponentielle e ' f(cos*io sera done multiple par 
i facteur e ±i7 = —1, en sorte que la valeur finale de G(t) coincide 
ec la valeur initiale. La m£me chose a lieu quand le contour 
“nfermerait plusieurs racines; (4 (0 et (t) sont done bien des fonc- 
ions uniformes de t, de plus elles ne deviennent jamais infinies. 

En 6tudiant d’une mani&re analogue la variation qu’dprouve la 
unction G(£), lorsque la variable croit d’une valeur t k t- f-2ot, on 
rrive au r6sultat suivant: 

f 2 * dt 

Consid&rons l’int^grale: / jj 1 (cos ^ j * c ^ eni ^ n ^’integration 
o 

eut 6tre ehoisi d’une mani&re arbitraire, seulement il ne doit passer 
ar aucune racine de F (coss J- 1) = 0. Supposons que dans l’expres- 
ion KfCcos 2 ^^ on fait varier la variable t de 0 k 2 n en passant par 
js m&mes valeurs que dans l’int6grale. Alors les valeurs initiales 
t finales de KFtcos 2 ^/) se distingueront par le facteur (—l) r , r 
tant 6gale & 0 ou k 1. Posons 

r 2 rr 

tuf ^ - 

(jL — {—iye 0 P(coa*K) 

lors 

G(< + 2^) = /iG(0, 
fi 1 (( + 2 JI ) = I(3 I ((). 


La constante p est inddpendante du chemin de Integration qu’on 
choisi En determinant done m par 


ist-4-dire 


fx — e 2ivm 


„,__M [ 2lr dt , r 
. 2nJ F (cos 2 it)' 2 

posant 

G(t) = e+ imi K{t) y 

i aura H (t + 2 n) = H (i), Hj, (f -f 2 ti) = H x ( t) , et d’apr&s un th£orfeaie 
nnu, on pourra done ddvelopper ces fonctions de la mani&re 
ivante 

+« 

— 00 

5 series 6tant convergentes pour une valeur quelconque de t. 
Nous avons retrouve ainsi le rdsultat de M Bruns, on voit de 
us que la constante m, d6termin£e par (6), a la m£me signification 
le dans le memoire de M. Bruns. 

Comme la determination de cette constante m est la principale 
fficulte qu’on rencontre dans I’application numerique, nous allons 
inner un moyen facile pour obtenir l’expression de la fonction 
[u) qui figure dans (6). En effet, les moyens proposes par M. Linde- 
ann pour determiner F(w), quoique irreprochables au point de vue 
dorique, ne sont pas propres pour le calcul 


8. La substitution de la sdrie ^ CkU k dans liquation differentielle 

o 

) conduit & une relation rdcurrente, que nous dcrivons ainsi 
).+ l C*-j-2 = Ufe Ck + l + c kt 





(ft+l)[(* + iy-4na--8fl 

k ~~ 8 /? (2 /c —J— 1) 

_ ^ 4~ 1)(2 fe-f-1) 

k ~ 16/0(2 k — 1 ) 

II semble done qu’on peut choisir arbitrairement c 0 et c lf pour 
ilculer successivement c 2 , c 8 , ... Mais cela n’est pas, car en agissant 
nsi, la sdrie '£,cj c u k ne serait pas convergente pour une valeur 
nelconque de u. II faut au contraire determiner le rapport Cj : c 0 par 
;tte condition que la sdrie converge toujours. Supposons /} different 
2 zdro (pour /? = 0 l’dquation (1) s’intdgre immediatement) on voit 
ue ilk, Vk deviennent infiniment grand avec k, mais leur rapport 
approche de l’unitd. Pour une valeur assez grande de k la fraction 
mtinue 

+ l : u k + l -f" Vfe-t-2 : Wfc + 2 + Vk+8 : 

;ra done convergente, et Ton calcule facilement sa valeur numdrique, 
ui sera peu diffdrente de lorsque k est grand. 

Cela dtant, donnons k Ck une valeur arbitraire diffdrente de zdro 
; calculons Ch +1 par la formule 

).—= + 1 : w*+i 4“ v *+2 :- 

wc -f- 1 

Connaissant maintenant Ck et 1 on peut calculer tous les autres 
)efficients& l’aide de (7). Lorsqu’aucun des coefficients c 0 , c x ,..., cu-i 
dvanouit, cela revient k la mdme chose que d’appliquer la formule 
) pour k = 0, 1, 2 , ... 

II est dvident d’abord, qu’en agissant ainsi la sdrie ^^CkU k satis* 
.it k l’dquation diffdrentielle (5); et en second lieu, pour une valeur 

ds grande de k on a k peu prds - = — m*, en sorte que la sdrie 
jnverge pour une. valeur quelconque de u. 

Ayant obtenu la function F(m), on trouvera M par 1’dquation (4), 
ar exemple en posant u = 0 

0).M a = ic 0 c 1 + (n 2 -f 2/?) c 0 c 0 . 








Si la valeur de M qu’on en ddduit est rdelle (nous supposons 
naintenant w 2 et /? reels), la fonction F (u) ne peut s’dvanouir pour 
me valeur rdelle de u comprise entre 0 et 1; en effet, lorsque 
' (u) = 0, on a 

M 2 = — i w (1 — u) F' (w) F' (u). 

Dans ce cas on peut choisir dans (6) un chemin d’int^gration 
ectiligne et r = 0. En appliquant une quadrature m^canique pour 
2 calcul numdrique on pourra done calculer m & 1’aide de l’expression 


LI) 


M ^ 1 

?%(co 


4. II r^sulte de l’analyse de M. Bruns que la valeur de m ne 
hange point quand on rernplace ft par —/?. On peut le verifier 
ussi k l’aide des formules obtenues. Liquation (5) ne changeant 
ioint lorsqu’on rernplace simultandment /? par — ft et u par 1 — u, 
m en conclut 

L2).F(— ft, u) = AF(/t, l — u), 

l dtant une constante. Nous dcrivons maintenant F(/?, u) au lieu 
e F(w) pour mettre en Evidence la constante ft. Soit M' la valeur 
e M, quand ft est rernplace par — ft, alors 

M 2 = i F (ft , 0) F' (fi , 0) -)- (» 3 -f 2 fi) F (ft , 0) F (/?, 0) 
t posant u = 1 dans (4) apr£s avoir change ft en — /? 

M /2 = — £F(— ft, 1)F'(—/?, 2/?)F(—/3,1)F(— ft, 1). 

En posant u — 1 dans liquation (12) et dans celle qu’on en ddduit 
ar la differentiation, on voit que 

M /2 = A 2 M 2 

t comme le signe est indifferent, M/ = AM. Mais on a 

M ( 2ir dt . r 
m ~~ 2 nJ F (ft, cos 2 %t) ~ j ~~2 

t 

,_M' f 2,r _ d_t _, r> 

m F (—7; cos 2 £ t) ' 2 ’ 
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,6signant par m' la valeur de m apr&s le changement de (i en — 

;e rapportant k la signification de r et r', on voit facilement que 
elation (12) donne r = r 1 , et l’on aura m = m' comme l’a trouvd 
Bruns. Au reste il va sans dire que la constante m n’dtant pas 
irement ddterminde, on peut toujours remplacer m par m -}- k , 
int un nombre entier, et changer encore le signe de m. Dans 
ression (6) cette double ind6termination est indiqu£e d’abord 
e que le signe de M, n’est pas determine, et en second lieu 
e que le chemin de 1’integration reste arbitraire. 

>ur compldter cette etude, il faudrait discuter le cas M = 0. Mais 
ne cette discussion devient un peu longue parce qu’il y a plu- 
s cas k distinguer et qu’elle est de peu d’importance pour l’ap- 
tion, je n’entrerai point dans cette discussion. 

Quand /8 = 0, la fonction F(m) se rdduit k une constante, et 
peut, pour uqe valeur suffisamment petite de /?, developper F(m) 
mt les puissances croissantes de A II est ais6 d’obtenir ce d6- 
ipement. En effet, en posant c 0 = 1, on voit facilement a l’aide 
fractions continues qui expriment les rapports c 0 : c x , : c 2 etc. 
le ddveloppement suivant les puissances de donnera 

<h =PiP +P2/ s2 + Pb^ 8 + • • •» 

C2=ff2i® 2 +ff8^ 8 +-M 

c 3 = r H ft 2, -f •.., 

n sorte qu’en gdndral Ck commence par un terme avec /S /c . On 
ra calculer encore facilement de proche en proche les coefficients 
,, ..., q 2 , ... qui dependent seulement de n 2 . Ce sont des fonc- 
rationnelles de w 2 , dont les d^nominateurs renferment seulement 
facteurs de la forme in 2 — k 2 , k dtant un nombre entier. On 
par consequent 

F («) = 1 + L, fi -f L 0 J 2 + L 3 /?‘ ! + . . ., 


Lj = Vi w , 

L 2 = P ‘2 u + u 2 , 

L 3 = ^3 U + S3 M 2 + r \i ^ ) 

etc. 


Nous pouvons obtenir maintenant sans difficult^ le ddveloppement 
5 m suivant les puissances de ft, ddveloppcment dont M. Bruns a 
dculd les premiers termes par un procddd bien different. Eneffet, 
formule (6) devient dans le cas actuel que /? est suffisamment petit 


3) 


M 




2 


/ 


d t 

F (cos" l t) 


: la formule (10) donne h cause de c u = l 
M»=:na + 2/? + J c,. 

II suffit done de ddvelopper M et 1 : F (if) suivant les puissances 
2 /?, et de substituer dans la formule (13) pour obtenir le ddvelop- 
ement cherchd de m. Commc nous le savons ce ddveloppement doit 
informer seulement les puissances paires de /?, e’est ce qu’on ne 
□it pas h priori par le calcul indiqud, II vaut done mieux de diriger 
2 calcul d’une manfere Idgbremcnt diffdrente. 

Ddterminons la constante arbitraire que renforme F (u) de tnani&re 
ue F (J)-= 1 et posons 

4) . . . . v +ft, 


La comparaison avec le ddveloppement F (tf) = ^ c k u k 
lit voir que le ddveloppement de Ch suivant les puissances de /? com* 
ence par un terme avec ft k . En outre la formule (12) fait voir 
nontenant que la sdrie ** v k doit rester la m&me en changeant 
la fois v en — v } et p en —p, en sorte que le ddveloppement de 
\ contiendra seulement des termes en /?*+*,/$*+<,... En posant 
one 


V ( X + = N„ + N t /?+ N . i (T- + KJ''+. .. 

sera un polynAme en v qui contiendra seulement des termes en 
'[ 'i k ~" i v k ~ 4 , ... et qui ne renferme point de terme sans v. On 


rouve 



=1 

= 4 « 2 ^ 1 ? ’ 

_J*_* 

(4 n 2 — 1) (4 n 2 — 4) 

__ 160 _ r 3 _6_ 1 

“ (4 w 2 — 1) (4 n 2 — 4) (4 n 2, — 9) [ 4 n 2 — 1 J 

1120 N 60 8 n 2 j— 11 J 

“ (4 n 2 — 1) (4 n 2 — 4) (4 n 2 — 9) (4 n 2 — 16) r 7 * (4 n 2 — 1) (4 ri 1 — 4) v J 

in gdndral, lorsqu’on connait les coefficients a, /?, y, .. . du poly- 
ne 

N& _ i = av k ~ 1 — fi v k ~' s -\- y v k ~ r ' — <5 2 ;* ~ 7 -j- . .. 
pourra calculer ceux du polyndme N* 

^ k = a 1 v k — jSj v k ~ 2 + Yi vk ~ 4 — 5 v k ~ R -j- . . . 
aide des formules suivantes 

ft [4 w 2 — A3]a t = 4 (2 A — 1) a , 

(ft — 2) [4 »» — (ft — 2) 2 ] & — ft (ft — 1) (ft — 2) a x = 4 (2 ft — 5) 0 , 

;ft - 4) [4 n 2 — (ft - 4) 2 ] yi - (ft - 2) (ft - 8) (ft — 4) ft = 4 (2 ft - 9) y , 

(ft — 6) [4 m2 — (k — 6) 2 ] ^ — (ft — 4) (ft — 5) (ft — 6) yi = 4 (2 ft — 13) 5 , 

t la loi est dvidente. Cest ce qu’on trouve sans difficult^ k l’aide 
liquation diffdrentielle k laquelle satisfait la fonction F (w). 

,e ddveloppement de F • j dtant obtenu ainsi, on en ddduit 

1 : + —N 2 )^ — (Nf — 2 N, N 2 + N a )/8“ + ..., 

f 8r F(^^ = 1 + (N! ~ N2) ' P + (Nj-3N?Na + 2NlNs + Nl_N4) ^ + ''-’ 

a condition qu’on remplace dans le second membre v 2k par 

5 (2 k _1) i c 2 * 

c’est-ci-dire par ^ j cos 2k tdt. Quant k la valeur 

6 

M, il faut la ddduire de 

M 2 = w 2 4 -e 2 — \ e 1 e 1 , 

t e 2 dtant les coefficients de v et de v 2 dans 
N 0 + N 1 /? + N 2 /J a + --. 






I voit que le ddveloppement de M et par consequent aussi celui 
: m contient seulement les puissances paires de /?. En effectuant les 
lculs indiquds j’ai retrouvd les valeurs de m 1} m 2 donndes par 
. Bruns, dans le ddveloppement m = n + m x (P -|- m z P ~h • • • Rap- 
Ions ici qu’il ne convient pas de calculer m par cette formule, 
lis on peut en ddduire cet autre 

cos 2 n m = cos 2 n n -f*- 2 n 2 /* fi 2k 

i 

i converge pour une valeur quelconque de m comme l’a ddmontrd 
, Bruns. 

6. Nous avons vu comment on peut calculer les coefficients Ck 
la sdrie F ( u) = °k u k . Mais on peut obtenir encore un peu plus 

omptement les coefficients de la sdrie 

•) . . F (cos 2 } f) = -J 0f o + 9\ cos t + 9% cos 2 * -f- 9z cos 3 1 + • • ■ 

l’aide des formules 

»). Vk + 1 9 k -f 2 = — /Ufc gu -f L — gic, 


(a + i)[(a + i) 2 -4 n 2 j 

2j3{2k-\-l) 

2k + l 
2 k — 1 


) • • • — -- =Pk — n+i : Pk+i — v*4-a: — • •. 

yk -fi 

Les coefficients gu ddcroissent, comme on le voit, encore plus ra- 
lement que les c*, mais par contre le calcul de M n’est pas aussi 
lple, il faut se servir des formules suivantes 

M 2 = £ F (0) F' (0) -f (n 2 -f 2 /?) F (0) F (0), 

M 2 = — l F (1) F' (1) -f (n 2 — 2 /?) F (1) F (1), 

F' (0) = 2 [ 9l - 22 g 2 + 32 g 3 - 4 2 g, + 5 2 g h - .. ], 

F' (1) = 2 \g x + 2 2 g 2 + S*g s + 4 2 g A + 5 2 g, + ...]. 






i pourrait encore calculer directement les coefficients ej c du dd- 
Dpement de F (~ 2 ~) su ivant les puissances de v , elles sont 
par la relation 

4^(2fe+l)-%=-^ + l)P + l) 2 -4^]^ +1 -f(A:4-l)(A;+2)(A:+3) e/c4 . ;} . 

l on ne peut pas exprimer directement par une fraction continue 
ipport de deux coefficients consdcutifs, mais cela est assez in¬ 
rent pour le calcul numdrique. On peut ddmontrer rigoureuse- 
: qu’on peut calculer e Q , e 1} e 2 , ... avec une approximation aussi 
e qu’on veut par le procddd suivant. Pour une valeur suffisam- 
: grande de 1 ’indice r on prendra ^ 4.1 = 0 , 644.2 = 0 et e r dgale 
.e quantitd arbitraire diffdrente de zdro. II faut ensuite calculer 

, 6r _ 2 > ..., k l’aide de la relation (19). Quelques applications 

6 riques m’ont fait voir qu’au point de vue de la commoditd il 
a pas une grande difference entre cette manidre et celle dans 
elle on se sert des formules (15) k (18). Mais ces mdthodes sem- 
L presenter un leger avantage sur le calcul des coefficients c/ £ . 
qu’on ^.ura calculd les ek il faudra calculer M par 
M 2 = e 0 % — l e x e 1 -f n 2 <? 0 e 0 . 

ms ce qui prdcdde j’ai dit que la fonction F (u) renferme seule- 
t un facteur constant arbitraire. Cela est vrai en gdndral, mais 
[ue jS = 0 et qu’en mdme temps n est la motid d’un nombre 
:r, 1’expression gdnerale de F(w) est un polynbme en u renfermant 
: constantes arbitrages; on a en effet dans ce cas 

F (cos 2 £ t) = A cos 2 w^ + B sin 2 n t. 



XXX. 


(Astr. Nachr., Kiel, no, 1884, 7—8.) 


Note sur le probleme du plus court crepuscule. 


A Poccasion des articles de M. Zelbr dans les n 03 2575, 2602 j’ai 
t la remarque que la solution de ce problkme ne devient gukre 
.is compliqu6e en tenant compte de la refraction et du diamktre du 
leil. Mais cela r&sulte dejk de Particle du Dr. Stoll cite par M. Zelbr 
ns le n° 2602, article qui contient en efifet la solution analytique 
mplete du probl&me. 

Supposons que le commencement et la fin du crdpuscule aient lieu 
lorsque la depression du soleil sous Phorizon est 
6gale respectivement k c(=18°) et & d. Soient: 
Z le zenith, P le p6le, S et S x les positions du 
soleil au commencement et k la fin du crepuscule. 
Tragons les arcs de grand cercle PS = PS 1 = 90°-<5, 
Z S = 90° -j- c , ZS 1 = 90° + d. 

La variation de Pangle S P Sj devant &tre egale 
k zdro pour une variation infiniment petite de la 
dedinaison du soleil, on en conclut facilement 
qu’on doit avoir <JPSZ = <JPS 1 Z. (Voir p. e. 
tlande, Astronomie, II, p. 557, 3 idme edit.) Prenons maintenant 
A. = -J-(c —d) et prolongeons Parc S 1 Z jusqu’en A x en sorte que 
^ = Z A = [(c — d) , enfin tragons les arcs de grand cercle P A, P A r 
Comme on a S A = Sj. Aj = 90° -|- J (c -f* d) les triangles PS A, PSj A 1 
nt egaux et P A = P A x , S A P = <3 Sj A x P. Mais de Pegalite 
A = PA 1 on conclut que les triangles PZA, PZA X sont egaux, 
nc: <S 1 A 1 P = <2ZAP = <(SAP. Les angles SAP, A x P sont 



1C des angles droits et Ton obtient A et A x en menant les arcs 
, FA 1 tangents au petit cercle ddcrit de Z avec un rayon 6gal 
(c — d). Les azimuts PZS, PZS X sont suppldmentaires. On voit 
plus que Tangle SPS X qui mesure la durde du plus court cr6- 
cule est dgale a Tangle APA r 
.es triangles rectangles PAZ, PAS donnent 


cos P A = - 


sin cp 


" cos J (c —■ cl) ’ 
sin <5 = cos P A cos S A = — cos P A sin % (c -f- cl) 


1C 


sin <5 = — sin cp 


sin J (c + d) 
cos ^ (c — d) 


in posant < Z P S = t, < Z P ^ = t x on a <APZ = }(<-< 1 ), 
jjPA 1 = done 


* COS cp 

COS 0 


£nfin Tazimut du soleil au commencement et k la fin du crdpuscule 
ddterminent k Taide de 

cos P Z S = — cos P Z Sj_ = tg <p tg -J- (c — d). 
in traitant le probl&me par Tanalyse on est conduit k une seconde 
ition qui se ddduit de la premiere en changeant c en 180° — c. 
c est rdelle seulement dans le cas qu’il est possible de mener 
P un grand cercle tangent au petit cercle ddcrit de Z avec un 
on 6gal a 90° — | (c -j- d), c’est-Adire lorsque cp est infdrieur k 
+ d)- Je crois inutile d'insister sur la signification de cette se- 
de solution. 




XXXI. 


(Ann. Sci. Ec. norm., Paris, sdr. 3 , 1 , 1884 , 409 — 426 .) 


Quelques recherches sur la theorie des quadratures 
dites mdcaniques. 

Introduction. 1 

Les formules d’approximation qui servent & calculer la valeur nu- 
£rique d’une intdgrale ddiinie ont dtd l’objet d’une dtude d’ensemble, 

: la part de M. Radau, dans le Tome VI (3° sdrie) du Journal de 
athdmatiques pures et appliqudes. 

L’auteur y a rduni cl peu prds tout ce qui est connu sur ce sujet 
, en donnant les constantes dont on peut avoir besoin dans 1 ’ap- 
ication, il a encore augmentd l’utilitd de son travail. 

Les recherches suivantes ont dtd dirigdes par une autre idde. En 
2 pla^ant au point de vue le plus gdndral, mon but a dtd d’dtudier 
question de savoir si ces formules permettent d'atteindre une ap- 
oximation inddfinie. 

Jusqu’k present, il semble que cette dtude n’ait pas encore dtd 
ordde. O 11 a toujours supposd que la fonction dont il s’agit est 
veloppable en sdrie suivant les puissances croissantes de la variable. 
*, comme on le verra, ces quadratures oh, k Texemple de Gauss, 
; abscisses sont ddtermindes de manidre & atteindre le plus haut 
grd de precision, prdsentent des circonstances particulidres, qui 
t pour consequence qu’elles sont applicables dans des cas bien plus 
sndus. Par exemple, la quadrature de Gauss elle-mdme donne une 
proximation inddfinie pour toute fonction intdgrable. Dans l’expo- 


n de la thdorie gdndrale de cette quadrature mdcanique, j’ai 
runtd bien des choses au Traitd des fonctions sphdriques (deuxidme 
ion) de M. Heine, et les n 08 1, 2, 4 ne contiennent rien d essen- 
qu’on ne trouve dans ce traitd. 

Determination d’un polynome qui satisfait d certaines conditions. 
f(x) une fonction donnde, qui ne ddvient pas negative, quand 

end les valeurs a , b et toutes les valeurs intermddiaires, et intd- 

/•& 

de dans cet intervalle, en sorte que / f[x)dx ait un sens deter- 

i. II n’est pas ndcessaire que f(x) reste toujours finie; mais nous 
josons finies les limites a et b, bien que quelques-uns des rdsultats 
juels nous arriverons restent applicables dans le cas contraire. 
nfin, pour dviter certaines discussions qui n’auraient gudre d’uti- 
nous ferons encore la restriction suivante: nous supposerons 
l existe un intervalle (A, B) appartenant A Pintervalle plus dtendu 
)) tel que, lorsque x est situd dans (A, B), fix) reste constamment 
;rieure k une quantitd positive e, d’ailleurs tout k fait arbitraire, 
me Tintervalle (A, B). 

r b 

rr&ce cl cette dernidre restriction, la valeur de / f{x)dx sera done 

J a 

tive et diffdrente de zdro, et nous avons dcartd aussi le cas sans 
rdt ou f(x) serait constamment dgale k zdro dans P intervalle (a, b). 
ela pose, nous commenq:ons par ddterminer un polyndme P (x) 
i degrd donnd n, 

P (a;) = x n -f- a t x n ~ l -{- a 2 x n ~ 2 -j- ... -j- a n -i x -f- a n , 
les conditions 

r b 

. . / f(x)'P(x)at e dx = 0 (k = 0, 1, 2, n — 1). 

J a 

es conditions donnent lieu aux dquations lindaires suivantes, qui 
r ent k ddterminer les inconnues a x , a 2 , ...» a«: 

( [ b f{x)x«+ k dx+ ai [ b f(x)x»+*-idx 

a J a 

( f( x ) xn+k ~ 2 d% + • • • -\-UnJ f{x)x k dx = 0. 



Le probteme est done determine en general, et les inconnues a x , 

r b 

a 2 , ..., a n dependent rationnellement des 2 n constantes / f(x)x k dx, 

J a 

oil A; = 0 , 1 , 2, ..., 2 w — 1 . Mais il importe de faire voir qu’en resol- 
vant ces equations lindanes, aucune impossibility ni indetermination 
ne sauraient se presenter. 

Remarquons pour cela que le determinant A du systduie (2) est 
composd d’une sdrie de termes, dont chacun est un produit de n inte¬ 
rs 

grales de la forme / f(x)x k dx. En dcrivant un tel produit sous la 

J a 

forme d’une integrate multiple d’ordre n, on arrive k 1 ’expression 
suivante de A 


=j j ‘“J 


ou bien 



1 

X l 

xf 

— 1 



x 2 

4 

Xo 

X 

xl 

Xg 

/yi4 

Xg 

■ ■ ■ xS + 1 


x n~ 1 

xl 

r n + l 
^n 

~an —a 
... x n 


r i> r h r h '' „ 

A = / / ... I f(x x ) f(x 2 )... f{x n ) x 2 x\ xi.. . xl 1 n dx x dx 2 ... clx n , 

J a J a J a 

ok Ton a 



1 

Xl 

4 

xl~ 


1 

x 2 

xl ... 

x\~ 

II = 

1 

x B 

x\ ... 

xl~ 


1 

Xn 

xl ... 

x n~ 


La notation des variables dtant indifferente, on peut, dans cette 
expression, permuter de toutes les manteres les indices 1 , 2 , ..., n. 
Par une permutation quelconque IT ne change pas ou change seule- 
ment de signe, et, en ajoutant toutes les equations qu’on obtient, 


on aura 


S±a^a|...aJn 1 = =n; 








- 6 r b rb 

l . 2.3 ... w A = I J ... j fMfiXo )... fiXn) (II) 2 dx^ dx 2 ... dx n . 

Lpr&s les conditions que nous avons imposdes k f(x), il est Evident 
!k a une valeur positive, diffdrente de z6ro. 
polynbme cherch6 P(x) existe done pour toute valeur de n. et 
designerons ces polyndmes, pour n = 1, 2, 3,..., par Pj^), 

. P 8 (®). •••• 

Propriety des polyndmes P (x). — La propridtd principale du 
6me P n {x) consiste en ce que l’on a 

r b 

. J f{x) P n (x) (a x n - 1 -}- P % n “ 2 + • • • + ^ X -J- fl) dx = 0. 

ii est une consequence immediate des equations (1) qui ont servi 
determiner. 

> indices m et n 6tant diffdrents, on a done aussi 
. f f(x)Vm(x) P„ (a) dx = 0. 

J a 

’aided’un raisonnement dti k Legendre, nous pouvons maintenant 
r la proposition suivante: 

5 racines de liquation P n (a:) = 0 sont rdelles, indgales et cotn- 
; entre a et & en excluant les limites. 

effet, designons par x 1 , x^, ..., Xk les racines rdelles comprises 
a et b. Le nombre de ces racines est au moins 6gal cL 1, parce 
k cause de liquation 

/ f{x)P n {x)dx — 0 , 

J a 

doit changer de signe dans l’intervalle (a, b). 
posant 

P n (X) = (X — X 1 )(X — X 2 )...(X — X k )Q (X) , 

tie changera point de signe dans Pintervalle {a, b). 


r, si Q(ic) n’dtait pas simplement dgal k 1’unitd, 

{X 0C-\) {pC Xq) . .,, {x ~~ Xfc) 

it au plus du degrd n — 1, et Ton aurait, d’aprds (4), 

r h 

/ f{x) Pn (X) (X — £C,) (X — X 2 ) . . . (X — Xk) dx = 0, 

./ « 

ui est dvidemment impossible, parce que l’intdgrale a une valeur 
tive. 

outes les racines de P w (.x) = 0 sont done comprises dans l’inter- 
; (a, b), mais il ne saurait y avoir deux racines dgales entre elles. 
effet, supposons 

P n (20 = {% — R {X ), 

dtant un polyndme du degrd n — 2; on devra avoir 

- b 

/ f{x) Pn (x) R(x)dx — 0, 

J n 

ui est impossible. 

Relations entre les polyndmes P (x). — Le polyndme Q (a) du 
6 n, le plus gdndral qui satisfait aux conditions (1), 

f f{x) Q (x) x k dx = 0 (ft = 0, 1, 2, ..., n — 1), 

J Cl 

e distingue de P w (aj) que par un facteur constant. 

i effet, tout polyndme Q (r«) du degrd n peut se mettre sous la 

e 

Q (x) = a 0 P„ (x) + ... + a k P«-* (x) + • • • + «*-i Pi (*) + *«• 

r, en multipliant par P M -fc (x) f(x) dx et integrant entre les 
es a, b, on trouve, k 1’aide de (5), 

0 = o» [° f(x) {x)fdx (k= 1, 2, 3, «), 


-&-dire a k = 0. 



nsiddrons main tenant l’expression 

R (x) = P« (x) — x P w _i (a;) -J- A P M _i (."/;), 

int une constante quelconque. Ce polyn 6 me satisfait dvidemment 
eonditions 

i b f(x)R,(x)x k dx = 0 (& = 0 , 1 , 2, n — 3). 

J a 

iis on peut choisir A de mani&re que R (x) soit du degrd n — 2 ; 
cela, il suffit que x — A soit le quotient qu’on obtient en divisant 
par Pji—i {%)- 

aprds la remarque que nous venons de faire, R(a;), pour cette 
r particulidre de A, ne diffdrera que par un facteur constant de 
(x), en sorte que nous avons une relation de cette forme 

. . . P n (x) 1 =(X O-n — l) Prc —1 {x) 4-1 Pji-2 (^) 


Pi (X) = X — a Q , 

P 2 (a?) = (x — a t ) P t (x) — X v 

l peut arriver facilement & des expressions eldgantes des con¬ 
es a hf X k . Liquation 


P k +\{x) = {x — a k ) P fc (; x ) — h Pfc -1 (x) 

e, en effet, en multipliant par P* {x) f(x) d x et integrant de x — a 
05 = 6 , 

f xFk(x)? k (x)f(x)dx 

. a *=—7s- 

/ P* (x) P/ c {x) f{x) dx 
J a 

multipliant la m&me Equation par P k -i{cc) f(x) dx et integrant 


h = 


f P k{x)V k {x)f{x)dx 

J a 


rb J 

/ V k -\(x)'?k-\{x)f{x)dx 

J a 

imarquant que x Pa _i {x) = Pa {x) -f- un polyndme de degrd k — 1 . 



iu’^nr,K^nJi.') auK LA iiiLUKlL una yUAUKAlUKiw, 


OOO 


On voit que a* reste compris entre a et b, tandis que fa est tou- 
irs positif. 

Les relations (6), (7) et (8) permettent de calender de proche en 
3che tous les polyndmes P x (rc), P 2 (^), .... On a d’abord 

C b l' b 

a 0 = x f(x ) dx : f{x)dx, 

J a J a 


qui fait connaitre P x (x). Les formules (7) et (8) donnent alors a x , 
ce qui fait connaitre P 2 {x ), .... 

Mais les relations (6) conduisent encore k une autre consequence, 
i complete la proposition d6montr£e sur les racines de liquation 
(x) = 0. 

Substituons la valeur x = a 0 , racine de Pj(^) = 0 dans 


vient 


Po (X) = (x—a x )P^ (x) — fa , 


P 2 ( a o) — — 

antit6 n6gative par consequent. Liquation P 2 (x) = 0 a done ses 
:ines /J, y, 1’une superieure, l’autre inferieure k a 0 . 

On trouvera de m&me 


P 3 (^) = -^P 1 (ft, 

P 3 (y) = -faP 1 (y), 

.is P x (/9) est positif, P 1 (y) negatif; done liquation P 3 (^) = 0 a une 
:ine superieure k ft , une autre comprise entre /? et y, enfin la troi- 
me inferieure k y. 

En continuant ainsi, on voit que g£n6ralement les racines de 
_! (x) = 0 separent les racines de P fc (ic) = 0. 


4. Application des resultats precedents a la quadrature mecanique. — 
it @ {x) un polyn6me entier en x , du degr6 2 n — 1 au plus. La 
dsion de @ (x) par P„ (x) donnera 

S(fB) = Q(a;)Pn(a!) + K(a!); 

quotient Q(a), ainsi que le reste E(ic) etant tous les deux du degre 
-1 au plus. 


faisant attention & (4), on en tire 


j fix) § ix) dx — J f{x) R {x) dx. 


signons par x x , x 2 , x n les racines de liquation Pn^rrrO, 
es par ordre de grandeur croissante; R (x) itant du degri n — 1, 
identiquement 


R (x) = - 


P n{x) 


' Pn(^l) 


R(s i ) + ...+ 


Pm (ic) 


(X — X n ) P« {%n) 


R (x n ); 


sant done 


A k 


r b 

= fix) 

J a 


Pn (X) 


(x - x k ) P' (ajfc) 


- dx, 


nt 


I’ f{x) § [x) dx = A t R (iTj) + • • • + An R (Xn) , 

R (xf) = 3 (a^), ...; done 

' * J a ^ @ ^ ^ = A 1 S W + A 2 @ (^ 2 ) + • • • + A n @ (flVi) , 

constantes A 1? A 2 , ..., A n , ne dependent en aucune fa<;on de la 
on §(x). 


Proprietes des constantes A*. — La premiere de ces propriitis 
,te en ce que tous les A k sont positifs. Cela ne risulte pas immi¬ 
nent de la formule (9) qui a servi k leur definition, quoiqu’on 
ait le diduire de cette formule. 

*s il est plus facile de remarquer que la formule ( 10 ) subsiste 
nn polynbme §(x) du degri 2 w — 1 au plus, tout -k fait arbitrage; 

[ P fie )! 2 

— w - -- - - , ce qui donne 
x — x k \ 

.= A*[P;(a!*)p, 

isulte immidiatement la propriiti inoncie. 




Cette propriete est done une consequence ndeessaire de (10), m£me 
ans le cas oil liquation (10) ne subsisterait qu’en prenant pour @ (x) 
n polynbnie du degrd 2 n — 2. 

Nous arrivons maintenant & une autre propriety plus cachee des A&, 
ue nous enon^ons d’abord en ecriyant les deux indgalites 

L2) Ai + A 2 + A 8 -f- • • • 4“ A* > f "fix) dx {k = 1, 2, 3, ..., n — 1, n ), 

J a 

L3) A t 4-A 2 4-A 8 4-■ • • 4" A k < f f(x)dx (k= 1, 2, 3, ..., n — 1). 

J a 

La demonstration de ces inegalites depend de nouveau de la for¬ 
mic (10), ofi nous prendrons pour § (x) un polynbme T(x) du degre 
n — 2 defini par les conditions 

T(^) =1, T'ixj = 0, 

T(fl3a) =1, T' (x 2 ) =0, 

T(x k ^) = l] T f (x k - 1 ) = 0 , 

T (x k ) = 1, 

T (a;*4-i)= 0, T'(^ + i)=0, 

T(aj* +a )=0, T / (a;* + 2)=0, 

. 5 .. 

T (x n ) =0, V (x n ) =0. 

Le nombre de ces conditions etant 2 n —1, et les quantit£s x ly 
2 , . x n dtant inegales, T( 2 j) est parfaitement defini, et Ton aura 
’apr&s (10), 

14) .... f f(x) T (x) dx ±= A x 4- A 2 4- A s 4~ • • • 4" A*. 

J a . 

Considerons maintenant liquation 
T'fce) = 0. 

Nous voyons d’abord qii’elle admet les'ra’cines 

X lf SC S i X A> • • *■? x k-l, 

Xh -)-1 > Xfc -j- 2 > < • • > Xn 


u nombre de n — 1. 
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mite, le th6orkme de Rolle nous apprend l'existence de k — 1 
s 

fn f 2 , fa* • 

iparent les quantitds x 1 , x 2 , %, .., Xk 

in, le m&me th£or&me nous apprend l’existence des n — k — 1 
s 


Vk- f-2, Vk+3, • • • , Vn 

^parent les quantity Xk+i, %k+ 2 > •••> x n . 

nombre total des racines 6num6r£es s’£l£ve cl 2n — 3, et, comme 
tion estdudegrd 2n — 3, elle n’en a pas d’autres. Nous voyons 
[ue toutes les racines de T' (x) = 0 sont r6elles et indgales II s’en- 
ue T' (x) change de signe chaque fois que x passe par une des ra- 
Les racines £*_i et Xk+i sont deux racines consdcutives, tandis 
; est compris entre |*_i et Xk+i- Mais T(aj*)==l, T (a;*+i) = 0; 
C'(as) est constamment ndgatif dans l’intervalle (Sk-u Xk+i)- 
inaissant maintenant le signe de T (x ), dans un des intervalles 
is entre deux racines consdcutives, on en d6duit aussit6t le signe 
[x) pour une valeur quelconque de x; on trouve ainsi: 


Intervalle 

(a , x x ) . 

( x i » £i) • 

(Si > ^ 2 ) • 
(%2, S 2 ) • 


(%k — 1 j Sk — l). -{-* 

(Sk — 1 j Xk + 1). — 

» ^/c+2). -j~ 

(» 7 *+ 2 | Zk + 2 ). — 


Signe de T'(a’). 

• + 

• + 


(Xn — 1 > 1]n) . —|- 

(Vn> X n ) . — 

(*n, b) . -f 

prfes cela, on peut se reprdsentcr facilement la sdrie des valeurs 

rend le polyn6me T(x), et qui est indiqu^e dans la figure ci- 















On voit: 

1° Que T (x) ne devient pas ndgatif dans l’intervalle ( a, b); 

2° Que T(tf) ne devient pas infdrieur cl l’unitd dans I’intervalle 

, Xk ). 



x k—2 x k -1 x k a'i+l x k -[-2 a >+8 


D&s lors nous pouvons conclure de liquation (14) 

Aj + Ao + .. . -f- A k ^ f k fix) T (x) clx. 

J a 

Le signe == ne saurait convenir que lorsque l’intervalle (A, B) dont 
►us supposons 1’existence (n° 1) tombe enti&rement dans 1’intervalle 
, Xk). En rempla^ant enfin T (x) par sa valeur minima dans 1’inter- 
lle (a, Xk), qui est dgale ;t l’unitd, nous avons, dans tous les cas, 

-A-i -f- A 2 -J- . • • -f- A* > f fix) clx. 

J a 

Ce raisonnement s’applique aux valeurs 1, 2, 3, ..., n — 1 de k ; 
apr£s une remarque que Ton trouvera plus loin (n° 7), cette indgalitd 
ste encore vraie pour k = n. 

Quant & l’indgalitd (13), on pourrait la ddduire d’une mani&re ana- 
saie; mais il est un peu plus court de remarquer qu’on ddmontrera 
dcisdment de la m£me mani&re que (12), cette autre indgalitd 

A/c+i + A fc+ o + • •. -f A„ > [ fix) (lx (k= 1,2, 3, ..., n — 1), 

considdrant l’autre limite ( b ) de Tintdgrale. Or 
A i + A 2 + . .. + A n =J f(x) clx ; 









, par soustraction, 

A!-f A 2 + ... + A*< f i + 1 f(x)dx. 

J a 

DUS savons d6j& que A* est positif; cela se confirme de nouveau par 
dgalitds (12), (13) en remplacant dans la derni&re k par k — 1. 

✓ant d’aller plus loin dans les considerations gen6rales, nous allons 
tenant consid£rer un cas special, celui de la quadrature de Gauss, 
e f{x) = 1. 

Sur la quadrature de Gauss. — Supposons done /*(as) = 1, et pour 
lifier (sans nuire reellement k la generalite), a = — 1, h — -f- 1. 
lors, comme Ton sait, le polyn6me P n (x) ne se distingue que par 
icteur constant du polyn6me X n de Legendre. Les in6galit6s (12) 
3) deviennent 

| — 1 -j- A^ -f- A 2 -f-... -f- A k Xk , 

I — 1 -j- Aj^ -j - A 2 -j- . . • -f - A/c <C Xk -fi. 

ipposons maintenant qu’on applique la quadrature k une fonc- 
$(x) quelconque; on aura pour valeur approchde de 

J §F [x) dx 

Dression 

.A t S (rr 3 ) -f Ao §r (.r 2 ) -f ... -f A n §r (.<). 

[ais, d’apr&s les inegalites (14), rq, x. 2} x s , ... tombent dans les 
rvalles 

(-1, — 1-f A x ), (-1 + A 1( — 1 -j- Aj -f- A 2 ), 

(~ 1 + a i + A 2 , — 1 + At -}- A 2 + -^ 3 )> 

ette expression (15) rentre done dans celle-ci, qui sert de defini- 

r +1 

de I’integrale j §(x)dx, 

lim S' (fd + <5, (&’+ ... + d n $ (*„)], 

:omrae les differences £q+ 1 , 2 : 2 — x 1} x s — x 2 , .... deviennent 


finiment petites avec nous arrivons k cette conclusion, que l’ex- 

ession (15) donnera avec une approximation inddfinie la valeur de 
■H <r _ 

t &{x)dx, en augmentant n, toutes les fois que $ (x) est intdgrable 
ms l’intervalle (— 1, -f-1), et reste comprise entre deuxlimites finies. 


7. Sur la distribution des racines de l’equation P„ (a) = 0. — Dans 
cas special que nous venons de considdrer, les connaissances acquises 
r les polyn6mes de Legendre nous ont permis de conclure que les 
cines x 1 , x 2 , .. . , x n sont distribudes de manidre que les quantitds 
-f-L x 2 — x lt x n — x n ~ i, 1 — x n deviennent infiniment petites 

■eci II nous reste it chercher la proposition analogue pour le cas 
rndral. Voici une premiere observation k cet dgard: 

Supposons d’abord qu’il existe un nombre a t plus grand que a, 
ais plus petit que b, tel que 

f f{x)dx = 0, 

J a 

me aussi 


x k fix) dx = 0. 


II est Evident alors que le polynbme P„(a;), que nous ddterminons, 
ra identique it celui qu’on aurait obtenue en considdrant directement 
; limites % et b au lieu de a et b. Les racines de P M (a?) = 0 seront 
me comprises dans l’intervalle (a lf b) (excluant les limites), et il n’y 
ra aucune racine dans l’intervalle (a } aj. Une remarque analogue 
ipplique it l’autre limite 6, et nous pouvons done dire que, lorsqu’un 
tervalle (a, /?), tel que 



itend jusqu’k une des limites a ou b } cet intervalle ne comprendra 
cune racine de P„ {x) = 0. 

Mais nousajoutons maintenant que, lorsque cet intervalle (a, /?) ne 
:tend pas jusqu’it une des limites a ou b } cet intervalle (incluant les 
lites a, ft) ne comprend jamais plus d’une racine. 


>t, en effet, une consequence immediate des inegalites (12) et (13), 
Dnnent 

f H+1 nx)dx>0 (k= l,2,3,...,n —1). 

J x k 

: exemples font voir, du reste, que les deux cas, ou un tel inter¬ 
act, (}) comprend une ou aucune racine, se presen tent tous les 

posons, par exemple, que la fonction f{x) ait la propriete 
nee par liquation 


>n verra facilement que, k chaque racine x l de P n (x) = 0, corres- 
une racine a-\-b — x v Supposons de plus que f(x) soit con¬ 
tent egale k zero dans l’intervalle ^- — h, —~ ^ + /^;alors, 

t pair, il n’y aura aucune racine de P n {x) dans cet intervalle (parce 

. . . . . , a b 

le pent y en avoir deux); mais si n est impair, la racine —^— 

dans cet intervalle, et c’est la seule. 
is allons maintenant demontrer la proposition suivante: 

: (a, fi) un intervalle quelconque, faisant partie de l’intervalle 
itendu (a, b) et tel que 

\l f(x)dx 

e valeur positive differente de zero'; alors, pour toutes les valeurs 
lessus d’une certaine limite, au moins une racine de P„(a;) = 0 
: dans cet intervalle (a, /?). 

nons un intervalle (of, §') t a < a'< ^ <£, tel que 

j § f(x)dx = M, 

nt une valeur positive, ce qui est possible, d’apr^s la supposition 
ious avons faite. 




^onstruisons maintenant un polyn6me T ( x ) d’un degrd fini k, te) 

B 

Val. abs. T(jc) < e, af^x^a, 

T(a?)^l, a'^x^p', 

supposons de plus que Tfic) soit positif dans l’intervalle (a, a') et 
is l'intervalle (p\ p). Admettons pour un moment l’existence d un 
polyn6me T(a) d’un degr£ fini k, e £tant une quantity arbitraire. 
ors, lorque n est sup6rieur k \ k , il y aura au moins une racine de 
x) dans l’intervalle (a, p). 

in effet, supposons que cela n’eftt pas lieu. Parce que n > | A, on 
:xactement 


f b f(x) T (x) 
J a 


dx = A i T (:cd +... + A„ T (a»), 


cette integrate serait inf^rieure & 


E (At + A 2 4" • • • An) — ej f(x) dx. 


dais, d’autre part, il est Evident que la valeur de cette integrate 
sup6rieure k 


M — 



dx } 


qui implique contradiction, e dtant arbitraire. 

Juant k l’existence du polyndme T(x), on peut s’en con^aincre 
si qu’il suit: 

>oit F (x) une fonction continue, & un nombre fini de maxima et 
lima, dans l’intervalle (a, b). En posant 


b -f- a — 2 x 
b — a 


= cos <p, 


aura 

F (a>) = 0foO 

es limites x = a , x — b correspondent k (p~ 0, cp — n\ &(cp) est 
eloppable en une s£rie telle que 

£ a 0 + a x cos <p -|- «2 cos 2 <p + •.., 


ette sdrie converge uniformement, c’est-k-dire qu’on peut prendre 
sez grand pour que 

(9?) = J Oq + a x cos cp -{- ... 4 - a/c cos k cp 

re, pour toutes les valeurs, de 97 = 0 jusqu’a 97 = 77 :, moins que e 
(<p). En introduisant x au lieu de 97 , on auraainsi un polyn 6 me F 1 (a?) 
legr£ k , tel que 

val. abs. [F (x) — F x {x)] < e (a^x^b). 

l’aide de ce rdsultat, il est facile de voir qu’il existe, en effet, 
)olyn 6 me T(x), dou£ des proprietds que nous avons supposdes. 
a rdsumant les rdsultats obtenus, nous pouvons conclure que, 
gmentant inddfinement, les integrates 

f(x)dx, [ i f{x)dx, I f(x)dx,... ) [ n f(x)dx , / f(x)dx 

J .T, J X } J *;i — 1 d X n 

ergent toutes vers zdro, sans qu’on puisse dire la m£me chose 
differences 

Xj — CL , X2 — X j , Xrj — Xij , • • • j XJn — Xn — 1, b — Xn • 

'apr&s les indgalites ( 12 ), (13), on a 

•A-i -j- A 2 -j- • • • 4" A* < J f{x) dx, 

r x k—i 

Ai + A 2 + • • •'+ f(x)dx ; 

A k < f H 1 f(x)dx, 

Jxk-l 

ui fait voir, d’apr^s ce qui prdc&de, que les Aconvergent vers 
1 

avec — 
n 


Application des resultats obtenus. — On ne saurait douter, il 
semble, que les propositions que nous avons obtenues seront 




in grand usage, si Ton veut 6tudier la question que,nous avons 
see au d6but de l’introduction. 

Toutefois, en consid6rant l’int^grale 

f h f(x)F{x)dx, 

J a 

i conditions k imposer aux fojictions f(x), F (x) deviennent la source 
difficult^ qu’on ne saurait vaincre qu’& l’aide de nouvelles re- 
erches sur les principes monies du Calcul integral. 

Je me contenterai seulement de consid6rer un cas assez simple, 
jsujettissons la fonction f{x)k cette nouvelle condition, qu’il n’existe 
s un intervalle (a, /?) tel que 

f(x) efcc — 0. 

J a 

En posant 

y=j f(x)dx, 

sera done une fonction continue de x, toujours croissante, et, en 
sant 

x = y{y), 

fonction xp (y) sera de m&me continue et toujours croissante. 

En introduisant y au lieu de x, il vient 

f f(x) F (x) dx = [ F hp(y)]dy, c=l f(x)dx. 

J a JO Ja ' 

D^terminons maintenant les constantes £ 2 , •••» £»-i P ar 

•A-i ■+■ A 2 -j- •.. -j- Ak =J k f{x)dx\ 

aura, d’apr&s (12) et (13), 

%k < h < -)-i* 

D 6 signons encore par yu, * 7 * les valeurs de y correspondant aux 


irs Xkt h de x, Pexpression 

A t F fa) + A-3 F fa) + ... + An F (Xn) 

sndra 

Vi F [v (2/1)] + (V2 — * 7 i) F [y (y 2 H + • • • + -1) F [y> (2/n); 

:omme on a 

0 < 2/1 < Vi < 2/2 < V <2 < • • • < Vn -1 < < c, 

/‘ c 

expression rentre dans celle qui sert de definition k / F |> (y)] cly. 

J 0 

ilus, d’apr&s les recherches du n°7, les intervalles deviennent 
1 

:ment petits avec — • 

nsi encore, dans ce cas, la quadrature peut donner une approxi- 
Dii indefinie, k la seule condition que F(ic) soit int6grable. 




XXXII. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 99 , 1884 , 508 — 509 .) 


Sur un developpement en fraction continue. 

(Note, pr£sent£e par M. Tisserand.) 

iupposons que A 1 F (x ± ) + A 2 F (x 2 ) -j- ... + A» F (x n ) soit l’expression 
trochee de 1 intdgrale j F (x) dx donnde par la quadrature de Gauss. 

)ans un M 6 moire ins£r 6 dans les Annales de l’Ecole Normale 
J4, p. 420)j’ai d^montr^ les in 6 galit 6 s suivantes 

| 1 — 1 ~ 4 “ <C iCg <C 1 H" Aj -}- A 2 <d x% <C. •.. 

' <C — 1 -f" A-| . . . -j- An — 1 <c <C “1“ 1* 

✓onsiddrons maintenant la fraction continue 


1.3 

3.3 

5.7 

z - 

4_. 4 

779 


P 

soit la rdduite d’ordre n. On sait que x lt x 2 , ..., x n sont les 

mes de liquation Q n = 0 , et la decomposition en fractions simples 
me 

P n Aj ^ A 2 ^ _J_ An 

Q n ~~ Z — X^ Z — Xo'*' ‘ ' Z — X n 

►upposons que z ait une valeur quelconque rdelle ou imaginaire, 
s non comprise dans l’intervalle rdel (— 1 , -f 1 ). Alors, en vertu 



inegalit^s (1) et de la definition m£me d’une integrate ddfinie, 
:cond membre de (2) converge, lorsque n augmente inddfiniment 
une limite determine qui n’est autre chose que rintdgrale 

' Iigne) /_ 1 ^ : donc 




dx 
— x 


ir consequent, la fraction continue Q, converge dans tout le plan, 
xceptant la coupure rectiligne de — 1 k -f- 1. 
i voit encore facilement que la fraction continue converge uni- 
ement dans le voisinage de toute valeur particultere appartenant 
rdgion de convergence. 

; resultat est connu, mais la demonstration precddente semble 
simple; de plus, elle est applicable encore k la fraction con- 

rb f (q^\ 

; que Ton obtient pour l’integrale / -~ 1 ; dx,f{x) 6tant une 

J a 2 — X, 

tion qui tie devient pas negative dans Fintervalle (a, b). 
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(Bull. astr., Paris, i, 1884, 465—467.) 


Note sur la densite de la Terre, 

Nous consid6rons la Terre comme compos^e de couches ellipsoi- 
ies homogenes de revolution. Soient 

x, le demi-petit axe, 

la density d’une couche quelconque. 

Nous prendrons pour unite de longueur la valeur de x k la sur-. 
e et nous designerons par A la densite moyenne de la Terre, enfin 
r X la fraction 


r 1 

X 2 Q x dx 

{0 _ 

rl 

/ X i Qx dx 

Jo 

Supposons connues les valeurs de A et de A, ainsi que la valeur 
la densite k la surface. 

Dans ces conditions, il est possible de determiner une limite in- 
ieure de la densite q g au centre, en admettant que q x lie croit 
nais avec x. 


Posons A = 


: j x 2 g x dx, B = J xJ q x dx, en sorte qu’on a 


A = ia, B A 


SA 


Jne integration par parties donne 

r l 

. 3 A — ~ — / x* q x dx , 


rl , 

5 B — q 1 = — / a? g x dx, 


dis qu’on a dvidemment 


Qo — Qi~— Qx dx - 


en ddduit aussit6t 

i-ei) 3 ( 0 o-^) 2 -( 3 A-^ 

, 1 r l r l r l r l 

= — / / / / (%~ J y b z h — t/ 8 £ 8 t 8 w 8 ) ex 0™ 0* 0 M cte cly dz dt da. 

Jo Jo Jo Jo Jo 

.a notation des variables dtant arbitraire, on pent dans le second 
mbre permuter de toutes les manidres possibles les lettres x , y, z, t, u. 

obtient ainsi en tout dix expressions du premier membre, et 
prenant la moyenne, 

j (5 B — ^) 3 (q 0 — 0i) a — (3 A — Qif 

— —[ [ [ I [ ^Q'xQyQsQ't Q' u dx dy dz dt du, 

' J0J0J0J0JO 


T = (2 ?/ 0 2°) — x B y B z B t B tt B . 

, si a l5 a 2 , sont des nombres positifs, on voit facilement 

; la valeur moyenne de tous les produits de ces nombres trois A 
is est supdrieure A la troisidme puissance de leur moyenne gdo- 
trique l y a x a 2 • • • a n En appliquant cette remarque aux cinq 
nbres x z , y B , z s , t b } u on voit que T est /toujours positif ou du 
ins jamais ndgatif. En y regardant de plus prds, on trouve que 
;st dgal A zdro seulement dans les cas suivants : 
x = y — z = t = u; 

!°. Quand au moins trois des nombres x t y, z, t, u s’dvanouissent. 
dais, par hypothdse, la ddrivde q x n’est jamais positive: done 


(5 B - ( Qo - Ql f - (3 A - ei f ^ 0 





bien 


e°§ei + ]/§lbr®J 


t-A dire 


• Go £1 4' 



4" (A — Gi ) 



In adoptant pour A la valeur 5,56 d’aprks MM. Cornu et Bailie 
mptes rendus, t. LXXVI) et 0 1 = 2,6, k = 1,9553, la derni&re va- 
■ dtant empruntde 5 . M. Tisserand (Bull. astr., t. I., p. 419 ), on 
ent Q 0 ^ 7 , 418 . 

1 convient de remarquer que la limite infdrieure que nous venons 
)tenir ne saurait £tre remplacde par une autre plus dlevde, parce 
die correspond 5 . la distribution suivante de la masse de la Terre: 
q x — £> 0 , de x = 0 jusqu’cl une certaine valeur x — a<C 1, 
q x = q 1i de x — a jusqu’k x = 1 • 

)n trouve alors 


3 A = Q 0 & -f Qi (1 — & 3 ), 

5 b =eo#° + ei(i — x b ) 

bien 

3 A — 01=338(00 — 61), 

5 B — 0! = x B (go — 61). 

'es deux Equations ddterminent les inconnues g 0 et x, et il est 
ble que la valeur de g 0 qu’on en ddduit coincide avec la limite 
rieure que nous venons d’obtenir. 

.a valeur de x 



ant 6tre infdrieure k l’unitd, on doit avoir A > § , ce qu’on voit 
si par l’inspection des formules (1) et (2). 
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sterdam, Versl. K. Akad. Wet. s£r. 3, 1, 1885, 272—297). 

r6imprim6: Haarlem, Arch. Nderl. Sci. Soc Holl., 19, 
1884,435-460.) 


lelques remarques sur la variation de la densite dans 
l’int6rieur de la Terre. 

Introduction. 

Considdrons la terre com me form6e de couches ellipsolfdales, 
que la densitd f soit constante dans l’6tendue de chacune d’elles 
de ces couches sera ddtermin£e par le rayon x de la sphere 
ilente et nous supposerons qu’ 5 . la surface on ait x = l. 
uit de ces notations que le volume de la terre est sa masse 

r 1 # /• 1 

t / x 2 f{x)dx. Done la densitd moyenne A = 3 / x 1 f{x)dx. 

Jo Jo 

is ce qui suit, je suppose connu A, ainsi que le rapport 



3n peut obtenir la valeur en combinant les observations astro- 
ues avec celles qui servent & faire connaltre la figure de la 

in, comme derni&re donnee, je prendrai la valeur de la densitd 
urface: f(l) = d. 

is ces conditions mon but est de limiter, autant que possible, 
rche de la fonction inconnue f(x). Cela n’est possible qu’& l’aide 
taines hypotheses: les deux suivantes seront discutdes succes- 
;nt. 




VARIATION DE LA DENSITE DANS L’lNTERIEUR DE LA TERRE. 401 


I. La density va continuellement en croissant de la surface jus- 
’au centre de la terre, 

II. La densitd va continuellement en croissant de la surface jus- 
’au centre, mais la rapidit6 de cet accroissement va en diminuant 

la surface jusqu'au centre. 

Enfin, dans une troisifeme partie, je consid6rerai bri^vement la mise 
nombres des r^sultats oKtenus, et j’ajouterai une discussion de 
fdrentes formules qu’on a proposes pour reprdsenter la density 
ns l’intdrieur de la terre. 

Mais, avant d’entrer en matfere, voici quelques remarques pr6- 
ainaires qui se rapportent dgalement it la discussion des deux 
poth&ses. 

D’abord il convient d’introduire au lieu de A et X les integrates 

. A —J x 2 f(x) dx , 

.B — j x i f(x)dx , 

J 0 

sorte qu’on a A = -^-, B = 

Ensuite, d^montrons la proposition suivante: 

„Lorsque deux fonctions F(as), G {x) vdrifient les Equations 

r i r 1 

I./ x 1 F (x) dx — A, x i F (x) dx = B, 

Jo Jo 

). I x 1 G (.t) dx— A, f xJ Or {x) dx = B, 

Jo Jo 

ars la difference F (x) — G(a;), si elle n’est pas constamment egale 
zdro, doit changer au moins deux fois de signe dans l’intervalle 
; zdro cl 1’unite”. 

En effet les Equations (8) et ( 4 ) donnent 

). f V 2 [F (x) — G (re)] dx = 0, 

J o 

). [ 1 a*[F(x)-Q(x)]c 1 x = 0 1 

J 0 

oh il est evident que F (x) — G (: x ) doit changer de signe au moins 
le fois. 
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VARIATION DR DA DDJNSI ID DAJNti D 1JN l JiKir-uis. ujc, iUJKKJi. 


ne on le voit par les in^galitds ( 7 ), la valeur de a est inf6rieure 
iit£; quant k m-d~\- --3--- , k cause de a < 1 il vient m > 3 A, 

A dire m est supdrieur k la dcnsitd moyenne de la terre, ce 
st Evident A priori. 

prenant (Fig. 1) un systfeme d’axes rectangulaires OX, O Y, 
= ], OF = a, 0 D = m , A B ~d, cette loi de densit6 est reprd- 

sentde par les deux droites 
DE, CB. Or il est Evident 
maintenant que m est la den¬ 
sity minima au centre, c’est-A- 
dire qu’il n’y a aucune loi de 
densitd qui donne pour x = 0 
une densitd infdrieure k m. En 
effet, d^signons par f(x) la loi 
de densit6 reprdsentde par 
DE, CB, et par f L (x) une 
autre loi de density, qui don- 
nerait au centre une density 
eure k m; on voit aussitAt que f(x) — f^ix) ne pourrait prd- 
r qu’un seul changement designe, ce qui est impossible d’apr^s 
©position du n° 1. 

Dans la suite, la limite infdrieure de la densitd pour x = b 
ddsignde par t (&) et la limite supdrieure de cette m£me density 
? (6). Le rdsultat que nous venons d’obtenir s’exprime done 
: t{0) = m, tandis qu’on a £videmment t{\) — d y T(l) = d. 
ius nous proposons de ddterminer ces fonctions t(b) } T (b) pour 
valeur quelconque de b. 

abord il est Evident, en jetant un regard sur la Fig. 1, que 

t(b) = d, 1, 

l’aide d’un raisonnement, tout-A fait analogue k celui qui nous 
: voir que <(0) = m, on se convainc que 


Fig. 1. 
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T ( a) = m. 





La fonction t ( b ) dtant connue maintenant pour les valeurs de b 
miprises entre a et l’unitd, il reste seulement k trouver la valeur 
2 t {b) pour les valeurs positives de b inferieures k a. (Nous savous 
que t( 0 ) = m). 

Pour cela, je cherche une fonction F(aj), ainsi 

F (as) = K , 0 < x < b , 

F(x) = k, b l, 

et k dtant des constantes qui doivent &tre ddtermindes par les 
mditions ( 3 ). Un calcul facile donne 

_ 3 (L — & r >) A — 5 (l — ?> s ) B 

6 3 (1 — b 2 ) ’ 

. 5 B — 3 b 2 A 

*=— 

La valeur de k, considdrde comme fonction de b } est ddcroissante, 
: comme on voit facilement que pour b — a il vient k = cl, la valeur 
e k sera supdrieure k d dans l’hypothdse actuelle 0 < b < a. D’aprds 
, proposition du n° 1 on en conclut K > m. Dans la Fig-. 1 la fonc- 
on F(a?) est reprdsentde par les droites IK et HG-, et b par OL. 
On voit maintenant, d’aprds un raisonnement ddj^t developpd plus 
une fois, qu’il ne peut exister une loi de densitd qui donne pour 
= b une densitd infdrieure k k ou supdrieure k K; done t{b)' 2 ik i 
(b) ^ K. 

La fonction F (sc) n’est pas, k proprement parler, une fonction qui 
uisse dtre assimilde k la densitd, parce qu’on a T (1 ) = A>d, Mais 

1 peut se figurer une loi de densitd qui diffdre trds peu de F(as) 
ins tout 1’intervalle de zdro k l’unitd et qui prdsente seulement 
ins le voisinage de la surface un changement extr&mement rapide 

2 k k d. 

D’aprds cette remarque, on doit avoir: t(b) = k , T(b) = K, c k d. 
, _SB — 3 b 2 A. n\ _d (l — & r ’) A — 5 (L — ft 3 ) B 

H0) — 1 — & 2 . i W“ 6 b (1 — 6 2 ) 

>us la condition 0 < b a. 

La fonction t (b) est maintenant parfaitement connue. Remarquons 
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e prdsente une discontinuity; eneffet, e dtant infiniment petit, 
t (e) = 5 B < 3 A 
$( 0 ) = m > 3 A. 

te singularity s’explique tr£s bien si Ton fait attention & la 
e difference qui existe entre les deux lois de density qui don- 
la density minima au centre et la density minima dans un point 
du centre 


II reste k dyterminer T(6) pour les valeurs de b comprises 
a et 1 . J’observe pour cela que 

B — J x 4 f(x) dx -f- j x i f(x) dx , 

B^f{b) j h -x 4 dx-\- 


Dnsdquent 


:st evident par 14 qu’on doit avoir aussi 


T (6)^- 


st une simple limitation de T(6), qu’on pourrait facilement 
;r dans l’intervalle 0 < b oil nous connaissons dyj 4 la valeur 
i de T(&). On voit aussi que pour b = a il faut mettre le signe = 
la relation (10). 

is je dis maintenant qu’on a pour toute valeur de b comprise 
a et 1 


T (b) 


5 B — (1 -b & )d 


ir le demontrer en toute rigueur, il faudrait faire voir que, 






itant une quantity inferieure k 


mais en differant 


si peu qu’on le veut, il existe toujours une loi de densife telle 
: /’(o) = R Mais il me semble que l’indication suivante suffit. 


5 B — (1 •— b 3 ) d 

<p(x) = - ~ b - 

(p (x) = cl , 


1, 


vdrifie sans peine que 


/ x 4 (p (:c) dx = B. 

Jo 

designant par A' la valeur de l’intdgrale / x 2 cp (x) dx, on trouve 


a / __ 5 B — d -f b 2 cl 
~~ 3 6 2 


ionsiddrde comme fonction de b, A 1 est ddcroissante, et pour 
■■a, A 1 — A; done, dans la supposition a < b < 1 , A 1 est inferieure 


^a fonction rp {x) ne satisfait done pas aux conditions impos6es k 
iensife, mais en posant 

f[x) = cp{x), e < X < 1 , 

f(x) = <P (x) + ~A~ , 0 <x<t, 


:ant une quantitd aussi petite qu’on voudra, il vient 

/ x 2 f (re) dx = A' -}- / — - dx = A , 

Jo Jo E 

j x i f{x) dx — B -j-J ti 2 dx — B + J (A — A') e 2 . 

in prenant e infiniment petit, la fonction fix) satisfait done bien 
conditions imposdes k la densitd et Ton a f(b) = --~ —^• 

)’une manfere sommaire, mais peu exacte, on pourrait dire que, 
r avoir la plus grande densitd pour x = bj>a, il faut se figurer 



me condensee dans le centre de la terre une partie finie de la 
se totale de la terre. Cette partie de la masse a alors une in¬ 
ice appreciable dans l’int6grale J x 2 f(x)dx, mais elle ne change 

•ien la valeur de / x i f{x)dx, & cause du facteur x 4 . 

Jo 

n rdunissant les rdsultats obtenus, on a les formules suivantes 


,, n 5 B — 3 & a A 

' t (b) = d , 


0 <b^a, 
a ^ b < 1 , 


lm#11 3(1 — b h ) A — 5 (1 — b 3 ) B 

T (6 ) =-ftBTl-lPj-..’ 


T(6) = 


5 B — (1 — W) d 


b D 


a^b< 1. 


it (l) = c?. 


i fonction T (b) prdsente une discontinuity; en effet, e dtant in- 
lent petit, on a 

T (1 — 6) = 5 B > rf , 

T (1) = d. 


Deuxi^mk partie. 

Discussion de l’hypoth&se II. 

Dans ce qui suit, nous admettrons: - 

que la fonction f(x) ne croit jamais avec x, 

, , . df{x) . 

que la fonction ^ ne croit jamais avec x. 

uant k cette seconde condition, elle semble exiger l’existence 

a fonction ddrivde ; pour cette raison, il vaut mieux 

•ncer un peu autrement, en disant que, sous la condition 

O^£C<2/<0^1, 

loit avoir toujours 

m — m < f{y)-f{z) 
y~x — z—y 






•tons une difference profonde qui existe entre notre hypotlfese 
lie et celle que nous venons de discuter Dans la premiere hy- 
ise, la fonction f(x) peut avoir un saut brusque pour une valeur 
onque de x\ on voit facilement que cela n’est plus possible 
tenant, a cause de la condition ( 18 ), que pour la seule valeur 

yons d’abord quelles relations l’hypoth&se actuelle entralne entre 
onndes A, B, d. 

turellement, on a comme auparavant, 3 A> 5 B>d, mais il existe 
e une autre relation, propre a notre hypoth^se. Pour la trouver, 
ddrons la fonction F (x ), qui s’est pr6sentde ddjA dans le n° 2 
F (x) = 30 A - 45 B — 12 (3 A — 5 B) x 
ti vdrifie les relations 

[ x 2 F {x)dx — A, / £C 4 F (x) dx = B. 

J 0 Jo 

tte fonction F {x) ddcroit de M = F ( 0 ) = 30 A — 45 B jusquA 
?( 1 ) = 15 B — 6 A. 

dis maintenant que la valeur d~f{ 1) doit £tre inferieure k 
. 5 B — 6 A. C’est ce qu’on voit facilement en jetant le regard 
a Fig. 2, ou la fonction F(^) est reprdsentde par droite FE, et 
: rappelant que la difference F (x) — f(x) doit changer au moins 
fois de signe d’apr&s la proposition clu n°. 1. Cela se fonde 
a notion qu’on a d’une courbe qui tourne sa concavitd vers 
car c’est par une telle courbe qu’est reprdsentde la fonction 
d’apr&s notre hypoth&se. Mais voici une demonstration arith- 
pie. Supposons d>D, alors F(x)—f(x) est negative pourrc = l, 
mme cette difference doit changer au moins deux fois de signe, 
t exister un nombre a < 1 tel que F (a) — f(a) > 0 , et un notnbre 
tel que F (b) — f{b) < 0, done 

F(l) </■(!), 

F (a) >f(a), 

F(b)<f(b), 

l’on tire 

F {a) — F ( 1 ) f(a) — f ( 1 ) F (6) — F ( a) (6) — f(a) 

1 — a ^ 1 — a ’ a — b a — 6’ 


is dvidemment 


F(a) — F(l) __ F (b) - F (a) 
1 — a a — b 


LC 

f(b)-na) f ia) ~ f(l) 

a — b 1 — a 


qui est en contradiction avec la relation (13), enposant, comme 
:st permis de le faire, x~b, y = a, z = 1. La supposition d>D 
pent dtre admise, et nous pouvons noter les conditions 
j3A>5B>d, 

.j 15 B — 6 A > d. 


)n voit encore qoe, si I on avait 15 B— 6 A = d, la fonction f{x) 
lit parfaitement ddfinie et devrait dtre identique k F(a;); nous 
ms abstraction de ce cas, qui ne se prdsente pas dans la nature ’). 
Jons allons nous occuper maintenant du ra^me probldme qui a 
1 dte resolu dans notre premiere hypothdse — c. k d. nous allons 
rcher la lirnite supdrieure T (b) et la limite infdrieure t(b) de la 
sitd pour x = b. 


Considdrons d’abord les valeurs particulidres T(0), t(0 ). La 
Fig- 2. Fig. 2 fait voir immddiatement 

que T(0) n’est autre chose que 



A x 


la valeur de la fonction F(#), 
considdrde dans le n° prdcddent 
pour x = 0 , done 
(15) . . T (0) = M = 30 A — 45 B. 

Quant k la valeur de t (0), que 
nous ddsignerons par m, on voit 
sans peine qu’elle correspond 5. 
la loi de densitd suivante: une 
densitd constante m de x = 0 
jusqu’cL une certaine valeur 


En introduisant A et X au lieu de A et B, la limitation 15 B — 6 A >■ d peut se mettre 
la forme X < Adoptant les valeurs A = 5,56 et d = 2.6, il vient X < 2,026, 

s qu’on a ^ = 1.87, avec une erreur que j’estime ne pouvoir depasser notablement 0.06* 






i < 1 , reprdsentde dans la Fig. 2 par la droite horizontaJe C D, 
Dur x > a un d£croissement r£gulier de la densitd jusquA la 
ir d repr^sentde par la droite DB, done 

— Q<x<a, 

f (x) — m — -j —^ (x — a ), a < x < 1 . 

lis il faut faire voir qu’on obtient une determination convenable 
leux inconnues m et a par les equations ( 1 ) et ( 2 ). Or on obtient 

• quelques reductions qui se presentent d’elles-mfemes 

12 A — 4 d = (1 + a) (1 + a 2 ) (m — d), 

BOB — 6d = (l + a)(l +a 3 + a 4 ) {m — d), 

. pour la determination de a 

1 + a 2 -f- a 4 _ 15 B — 3 d __ 3 (5 B — d) 

• • • • 1 -|— d 2 ' 6 A — 2d 2 (8 A — d) 

nembre tout connu est superieur k 1’unite mais inferieur k |- 
As les inegalites (14), tandis qu’on voit facilement que l’expres- 

— varie de 1 k J, en croissant const.amment, quand 

■ie de 0 el 1. Done liquation (16) determine une valeur unique 
, comprise entre 0 et 1. 

)r£s avoir calcuie a, on trouve m k 1 ’aide de 


m — d- f- 


12 A — 4 d 
(l + a)(l + a*)’ 


cause de a < 1 on voit que m > 3 A, c. & d m est supdrieur k 
msitd moyenne de la terre, ce qui est evident k priori. 


Voici maintenant comment on obtient la valeur de T( 6 ) pour 
valeur quelconque de b. Supposons d’abord b comprise entre 
et la valeur a ddterminde dans le n° prdeddent. 
it 

F(x) = K, 0 <x<b, 

F (x) = K — h{x — b), b<x< 1 

iterminons les constantes K, h par les conditions ( 8 ). 




Dn obtient 


6 (5 — 6 6 + 6°) A — 15 (3 — 4 6 + 6 1 ) B 
1 — 3 6 4 + 2 6 r ’ 

__ 36 A — 60 B 
l ~~ 1 — 3 + 2 6 6 ' 


Dans la Fig. 2 cette fonction F [x) est repr£sent£e par la ligne bris6e 
G, et Ton trouve 


F(1) = AG = 


15 (1 4- 6 2 ) B — 6 (1 -f 63 + &•') a 
1 + 6 2 — 2 6 4 


nme on voit, h est positif et crolt avec 6. Quant k la valeur de 
.), elle d6croit avec b. C’est ce qui r6sulte de l’expression 


5B — 3 £> A OA 3A — 5B 

—• z — o A. h > 

i— p i— p 


2(1 —{— —|— 6 4 ) ft-' • 

^ a. es t une fonction croissante. 

p 8(1 + 6 ') 

De ce que h crolt et F(l) ddcrolt avec 6 on peut conclure, d’apr£s 
proposition du n° 1 3 que K est d6croissant. On pourrait aussi sen 
ivaincre directement. 

1 est Evident maintenant que pour 6 = 0 la droite I G se confond 
:c FE, et pour b = a elle se confond avec DB. Le point G sc 
Lit done de E vers B, en sorte que F (1) ne devient pas inf6rieur a d. 
Dn voit maintenant immddiatement qu’il ne peut exister une loi 
density qui donne pour x = b une densitd sup6rieure k K; done 
) = K, c. & d. 


T(6) = 


6 (5 — 6 6 + 6 fi ) A — 15 (3 -r~ 4 6 + 6 -1 ) B 
‘ 1 — 3 6' 1 + 2 6 B 


0 < 6 < a. 


"omme on le voit T (a) = m. 
-/Equation de la droite I G est 



y = K — h (x — 6), 

6 (5 — 6 6 + 6 R ) A - 15 (3 — 4 6 + 6*) B 
1 — 3 6* + 2 6 6 


36 A — 60 B 
1 ~ 1 — 3 6 4 + 2 6 6 ‘ 


ou 





e syst&me de droites I G qu’on obtient en faisant varier b de 0 
sera appeld le premier syst&me de droites. 


Supposons maintenant a < b < 1, et ddterminons one loi de 
»itd f{x) ainsi 

f (x) = K — h{x-— b), 0 < x < b , 

fix) = [K — db—{K — (I, x] , b<x<l, 


dsentde par la ligne brisde KLB de la fig. 2. 
n ddterminant K, h par les conditions (1), (2), on trouve 

30 B — 12 A — (5 — b — 4 b 2 ) d 
K — ' l +& ~~ ' ’ 

; _ 12(1 + ^ + 6 4 )A — 30 (1 -j- b 2 ) B + 2(1 ++ ~JL bi L tl 
n ~~ "" " 6 * 

a valeur de K ddcrott avec b, comme on le voit en dcrivant 


~ . . {S0B — 6d)—b 2 (\2A — id) 

K = cl-\- -i +lT 

u contraire, en observant que 

2 (15B — 6 A — d) 


h = 12 A — 4 cl — - 


2 — 1 


1 + 6 s + 

1 + *,2 . 


est une fonction croissante 


on voit que la valeur 


croit avec b. 

est Evident maintenant que pour b = a la droite KL se confond 
: CD et /i = 0, Pour des valeurs plus grandes de b, h est done 
:tif, et lorsque b = 1 la droite KL se confond avec PE. 
est facile de s’assurer qu’il ne peut exister aucune loi de density 
donne pour x = b une densitd supdrieure A K, done 


. . . T (b) = 


SO B — 12b 2 A — (5 — b~4b 9 Ad 

1 + b 


a^b< 1. 


fonction T (b) est maintenant parfaitement connue; remarquons 
e presente unc discontinuitd: en effet, e dtant infiniment petit, 

T (1 — s) = 15 B — 6 A > d, 

T (1) — d. 

reprdsentant la fonction T( 6 ) par une courbe, cette courbe se 
ase de deux arcs qui se rencontrent en D, oil ils ont des tan- 
s distinctes. La tangente en F se confond avec la droite F E 
deux arcs sont convexes vers 0 A. 
quation de la droite KL est 

( y = K — h(x — b), oil 

30 B — 12 b 2 A — (5 — b — 4 ft 2 ) d 
T + b 

12 (1 + ¥ + ¥) A — 30 (1 4 IP) B 4 2 (1 4 — 2 ¥) d 

¥ 

syst&me des droites KL qu’on obtient en faisant varier b de 
sera appeld le second systdme de droites. On verra facilement 
intersection K se meat toujours dans le mfeme sens de C vers F. 

II nous reste k determiner la fonction t{b) 1 dont jusqu’il prd- 
nous connaissons settlement les valeurs particulidres t ( 0 ) = m , 
d. Or cela ne semble pas possible d’une mani&re aussi directe 
elle qui nous a fait trouver la valeur de T( 6 ). On verra aussi 
’expression analytique de t ( b ) est beaucoup plus compliqude 
lie de T( 6 ). 

Lginons que dans la Fig. 2 on ait tracd les droites du premier 
second systfenie. Ces droites occupent, dans leur ensemble, 
ertaine partie du plan 7 limitde inf 6 rieurement par une certaine 
2 . Nous allons determiner cette courbe, mais, pour motiver 
echerche qui pourrait sembler etrangdre cl notre objet, disons 
present que cette courbe n’est autre chose que la represen- 
geometrique de la fonction t ( 6 ). 
detriment, nous sommes amends ainsi k la recherche des courbes 
>ppes des deux systdmes de droites. 
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lour be enveloppe du premier systeme de droiles. 

Equation d’une droite du premier systeme a ddjk dtd donnde, 
’Gz (19). Pour avoir Penveloppe, il faut prendre la ddrivde par 
port ^ 6 et dliminer ensuite ce paramdtre entre Pdquation 
enue et liquation primitive. On obtiendrait ainsi liquation de 
courbe enveloppe, mais cela serait de peu d’importance pour 
re objet, et il est bien plus naturel d’exprimer seulement les 
rdonndes x } y de la courbe par le paramdtre b, dont on connalt 
signification. Les Equations dtant lindaires en x et y, ce calcul 
aucune difficultd et Pon obtient 


10 + & a + & 4 
X ~~ 12 “'"" 
5 B — B b 2 A 
y — "~ 1 — 62 - — 


O^b^a, 


1 est remarquable que Pexpression de x ne contient ni A, ni B. 
obtient les extrdmitds P, Q de Pare courbe, situdes sur les droites 
, DB, en posant b — 0 et b = a. L’abscisse du point P est done 

celle de Q est = * ^ "1” et par consdquent infdrieure & Punitd. 

lourbe enveloppe du second systeme de droites. On pent suivre la mfeme 
e pour obtenir cette seconde courbe, en partant de Pdquation (21) 
obtient par un calcul un peu laborieux, mais qui ne prdsente 
; de difficultd 


( (1 + bf (4 + 2 b 2 ) x = 8 b -f 6 W + 4 6 3 + 2 b\ 

\b s a + b)Hi + 2b 2 )y^ = 

— J2(l-f 2& + 36 2 +4& 8 -|-564) A — 30(1 + 2 b -f 3 6 2 ) B + 
-|- 2 (1 -f b) (1 ~ bf (1 -f 3 b -f 7 6 2 + 3 b n + b 4 ) d. 

Ici encore Pexpression de x ne contient point les donndes A, B, d. 
On obtient les extrdmitds R, S de Parc courbe, situdes sur les 
Dites CD, PE, en posant b = a et 6 = 1. L’abscisse du point B est 
sitive, celle de S est f. 

D’aprds cela, la limite infdrieure de la partie du plan occupde 
r les droites du premier et du second systdme.se compose des 5 
rties suivantes : 



1° la droite horizontale CR, 

2° Parc courbe R S, 

3° la droite inclinde SP, 

4° Pare courbe PQ, 

5° la droite incline QB. 

is allons faire voir maintenant que cette ligne CRSPQB est 
nent la representation gdomdtrique de la fonction cherchde 
upposons qu’on trace la ligne y~f{x) et nommons cette ligne 
Durbe de densitd. Alors nous devons montrer qu’aucune courbe 
isitd n’est possible qui pdndtre dans la partie du plan au-dessous 
LSPQB. 

Voici d’abord quelques observations prdliminaires: 

Une courbe de densitd (qui commence toujours en B), ne peut 
en B une inclinaison plus faible sur Paxe OA que la ligne BD. 
est dvident parce qu’elle doit couper en deux points la ligne 
CDB, d’apr&s la proposition du n° 1. 

Toute courbe de densitd doit couper en deux points la droite 

suivant une courbe de densitd de B vers Paxe 0 Y, Pinclinaison 
:angente sur 0 A va toujours en diminuant, d’aprds notre hypo- 
11 est Evident par lit que Pinclinaison de cette tangente sur- 
celle de E P pour la partie de la courbe entre B et la premiere 
intersection avec E F, tandis que 
Pinclinaison de la tangente est 
plus faible que celle de EF pour 
la partie de la courbe entre le 
second point d’intersection avec 
EF et Paxe 0 Y. 

Supposons maintenant qu’il 
existe une courbe de densitd 
dont un point A est situd au- 
dessous de la courbe CRSPQB. 
Je distingue deux cas : 

Le point A se trouve entre B et la premidre intersection de 
rbe avec EF. (Fig. 3). 


Fig. 3. 
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ors la tangente en A doit couper la ligne B E dans un point T 
:ssous de E parce que l’inclinaison de la tangente est plus forte 
:elle de E F. Mais ce point T doit se trouver au-dessus de B et 
sut se confondre avec B, car dans ce dernier cas la courbe de 
t6 entre A et B devrait se confondre avec sa tangente AB, ce 
!St impossible d’apr&s (A). 

lintenant par le point T passe une droite du premier syst&me 
qu’on peut computer par une droite horizontale S U de mani&re 
:enir une ligne brisde TSU, representation d’une fonction F (%) 
atisfait aux conditions (3) 1 ). 

la courbe de densitd se trouve situde entidrement au-dessous 
i tangente TA, par consequent elle ne peut couper la droite 
^uant & la droite horizontale SU, elle ne peut la couper qu'en 
iul point. Mais, d’aprds la proposition du n° 1, chaque courbe 
ensitd doit avoir au moins deux intersections avec TSU, par 
:quent il ne peut exister une courbe de densitd avec le point 
•dessous de CRSPQB. 

Le point A se trouve entre la seconde intersection de la courbe 

de densitd avec E F et Faxe 0 Y 
(Fig. 4). Alors la tangente en A 
doit couper 0 Y en un point T 
au-dessous de F, parce que l’in- 
clinaison de cette tangente sur 
OX est plus faible que celle de 
E F. Le point T se trouve uatu- 
rellement au-dessus de C, parce 
que la courbe elle-m&me vient 
rencontrer l'axe OY au-dessus 
de C. 

Maintenant il passe par T une 
e T S du second systdme, et joignant S et B par une droite, 
eut regarder TSB coniine une courbe de densitd. Mais dvidem^ 

La droite T S doit avoir naturellement une inclinaison sur O X plus forte que celle 
l , parce qu’on suppose que A se trouve dans la partie du plan au-dessous de la courbe 
des droites du premier syst&me. 


Fig. 4. 
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it la courbe de densitd passant par A ne peut couper la droite 
, et Ton se trouve de nouveau en contradiction avec la propo- 
Dn du n° 1. 

Ln somme il ne peut exister aucune courbe de density qui pen&tre 
s la partie du plan au-dessous de CRSPQB et cette courbe est 
lc bien, comme nous l’avons annonce, la representation g 6 om 6 - 
ue de la fonction t ( b ). 

Aoici maintenant la determination analytique de la fonction t(b). 
Commons x l3 x 2 , oJ 4 les abscisses des points R, S, P, Q: 

8 a + 6 ci 2 4- 4 a 8 4- 2 a 4 5 5 10-fa 2 -fa 4 

?1 “' (1+ af (4 -f- 2 ft 2 ) ’ ^ 2 — 8 > %3 — ~ 6 > ^4 — - 12 

Uors on a 

t(b) = m, O^b^ x y 

is lorsque b est comprise entre a^et^, il faut d'abord calculer 
: quantite u comprise entre a et 1 k l’aide de P equation du 4 i6me 
re 

(1 4- uf (4 -f 2 u 2 ) b = 3 u -f 6 w 2 -f 4 u B -f 2 w 4 , 

I’on obtient t(b) it l’aide de l’equation 
u?(l-t-uY(i + 2u 2 )t(b) = 

12 (1 -f 2 u -f 3 w 2 -f- 4 w 8 -f 5 w 4 ) A — 30 (1 -f 2 u -f 3 u 2 ) B 
4- 2 (l 4- u) (l — uf (l 4 - 8 u 4 - 7 u 2 4 - 3 w 8 4 - w 4 ) d. 
a ensuite 

t (b) = 80 A — 45 B — 12 (3 A - 5 B) b , x 2 ^b^x H . 

)ans le quatri&me intervalle x 8 ^b^x i3 il faut calculer la quan¬ 
ta comprise entre 0 et a ci l’aide de 

, 10 -f w 2 -f w 4 

6= 12 -’ 

snsuite on a 

, m _5B~3 M 2A 

t (b) = —^ - 

1 — u 2 

mfin, dans le dernier intervalle i 6 i 1 , on a 

m — d .. 

t(b) = m — - - (b — a). 

l — a x 


ivais d’abord consider seulement les limites de la density au 
*e de la terre, dans les deux hypotheses que nous venons de 
iter compl&tement. En causant sur les rdsultats obtenus avec 
iakhuyzen, celui-ci me suggdra l’idde de chercher des limites 
a density dans un point quelconque de l’intdrieur de la terre. 
le suis aper^u alors que ma mdthode donnait encore facilement 
>lution de ce problfcme plus g6n6ral. 


Troisi^me Partie. 

. Pour la reduction en nombres des rdsultats obtenus par la 
assion de l’hypoth&se II, j’adopterai les valeurs d~ 2.6, A = 5.56, 
iernier nombre 6tant celui donnd par MM. Cornu et Bailie 
nptes Rendus de l’Acad. d; Sc., Tome 76]. Quant k X, cette con- 
te est d£termin£e par la relation 

C —A 

A dtant les moments d’inertie de la terre par rapport k 1’axe 
otation et k un diamfctre quelconque de l’dquateur, e l’aplatis- 
ent de la terre, <p le rapport de la force centrifuge k la pesan- 
k l'dquateur. J’ai adopts la valeur 

C-IZA — 0.00324256 x ) 

(J 

:nue par M. Nyren dans son Mdmoire sur la determination de 
utation de I’axe terrestre. [Mdm. de l’Acad. Imp^r. de St. Pdtersb., 
Sdrie, Tome XIX]. 

»uant k e et <p, j'ai adopts les valeurs ddduites par M Listing 
chrichte der Konigl. Ges. d Wiss. zu Gottingen, 1877) 

£ = 0.003466445 = 1 : 288.4800 , 

<p = 0.003467199 = 1 : 288.4179. 


La 16gi:re difference entre ce nombre et celui qu’on trouve k la page 19 du M^moire 
I. Nyren s’explique par la Note qu’on trouve & la page 54. 


en ddduit X = 1.8712, mais j'ai adopts simplement 
X == 1.87. 

nombre est certainement sujet k quelque incertitude; il me 
2 pourtant difficile d'admettre que l’erreur surpasse notable- 
0.06. J’ai done calculd quelques valeurs numdriques des fonc- 
r ( b ) et t (&) en adoptant les valeurs 

d = 2.6, A = 5.56, A = 1.87, 


comme une faible variation de X a une influence notable sur 
:sultats, j’ai encore repris le mdme calcul avec la valeur 
) 2 . 



,1 0.15 Q2- 025 03 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 


ci maintenant les valeurs obtenues; la Fig. 6 donne la reprd- 
ion graphique correspondant k la valeur X =1.87 

X = 1.87, a = 0.78986, m — 6.998, M = 11.001, D = 3.746. 

X = 1.92, a = 0.65416, m = 7.613, M = 12.162, D = 3.859. 

X = 1.87, x x = 0.50077, x 2 = •§, x B = j, x i = 0.90892, 

X =1.92, % = 0.45278, % = §, a 3 = J, = 0.88425. 
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Newton, en consid6rant la terre com me une masse fluide 
>g£ne, doude d’un mouvement de rotation, et en supposant 
la forme propre k l’6quilibre est celle d'un ellipsoide de rdvo- 
, a ddtermind le rapport des axes du globe terrestre. En 110 m- 
<p le rapport de la force centrifuge k la pesanteur k l’6quateur, 
iuve l’aplatissement £gal k J cp. 

liraitt, dans sa „Th6orie de la figure de la terre”, a confirm^ ce 
tat, et, en abandonnant l’hypoth&se de l’homogdnditd, il a 
6 pour la premiere fois le moyen de determiner I’&platissement 
ipposant donn6e la loi de la variation de la densitd. En sup- 




VARIATION DE LA DENS1TE DANS L’lNTERIEUR DE LA TERRE. 

t que la density crolt constamment k mesure qu’on s’approche 
ntre de la terre, il arrive 5. ce resultat que l’aplatissement est 
faible que dans Phypoth&se de Phomogdnditd. 
and, plus tard, les observations avaient montre d’une mani&re 
ne que Taplatissement du globe terrestre est, en effet, plus 
que dans Phypothdse d’une densitd constante, il dtait naturel 
roposer une loi de densitd propre 5. donner l’aplatissement 
v€. 

jaralt que la premidre hypothdse proposde est celle de Legendre, 
Laplace a discutde plus tard dans la Mdcanique cdleste; elle 
it & supposer 


f{x) — 


Q S * n 71 X 
X 


n ddduit aisdment 


A o f 1 v j on sin« —wc 

A — 3 / x i f{x)dx = 3 C-§— 

Jo n 


X 



w 2 (si n n — n cos n) 

(3 n ?— 6) sin n — (w 3 — 6 n) cos n ’ 


d = C sin n. 


iprds la thdorie de Clairaut, l’aplatissement c se determine & 
de 


3 (1 — n cotg n) 


— 1 


1 — n cotg n 


-2 — n cotg n 


adoptant la valeur A = 5.56 et la valeur de qp donnde prdcd- 
lent d’aprds Listing, j’ai calculd les valeurs de d, X, e pour 
ues valeurs de n; — voici les rdsultats : 
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Hypoth&se de Legendre. 


n 

d 

X 


e 

136° 

3.02 

1.948 

1 

286.3 

137 

2.97 

1.964 

1 

287.6 

138 

2.93 

1.961 

1 

288.7 

139 

2.88 

1.968 

1 

290.0 

140 

2.83 

1.976 

1 

291.3 

141 

2.78 

1.982 

1 

292.6 

142 

2.73 

1.990 

1 

294.0 

143 

2.68 

1.998 

1 

296.4 

144 

2.63 

2.006 

1 

296.8 

146 

2.67 

2.014 

1 

298.2 

146 

2.62 

2.022 

1 

299.7 


omme on le voit, l’hypoth&se de Legendre ne peut pas repre- 
er suffisamment les faits observes Dans la Mdcanique cdleste, 
lace admet la valeur n = 150°, ce qui rdpond k la valeur 1:306,6 
’aplatissement, qu’on ne peut plus admettre. On voit aissi qu’on 
ent ainsi une valeur beaucoup trop forte de X. 

sin vise 

a loi de Legendre f (as) = C —ne satisfait pas k notre hypo- 

e II. On trouve que f" ( x) change de signe dans le voisinage de 
urface de la terre, en sorte que la courbe de densitd prdsente 
inflection. Toutefois, la convexity vers l’axe OA est peu sen- 
2 . Plus tard M. Roche a proposd la formule / (x) = a — b x 2, , 
s je passerai directement k la loi plus gdn^rale 

f (x) = a — b x n , 

posde par M. Lipschitz (Journal de Borchardt, Bd 62). 

>ans cette hypoth&se, l’dquation diffdrentielle du second ordre 
i ddpend l’aplatissement peut s’intdgrer k l’aide de la fonction 
ergAomdtrique de Gauss. Les trois constantes a, 6, n sont ddter- 

6es k l’aide des trois donndes d . A, et — • 

I. Lipschitz obtient une Equation transcendante pour l’inconnue 
: ddmontre par une analyse ing^nieuse que cette dquation admet 



ule racine positive. D&s que n est coimu, on obtient a et b 
s formules 

_ (n -j- 3) A — 3d 

a ~ w ’ 

b __ (n -f 3) (A — d) 
n 

Lipschitz obtient ainsi 

f ( x ) = 9.453 — 6.953 a 2 - 39 , 

ribuant & d, ~ des valeurs qui different ldg&rement de 

que nous avons donndes plus haut. Comme on le voit, la 
donnee qui n’a pas 6t6 employee par M. Lipschitz, c’est la 
1 6 X. On pent done avoir une verification en calculant la 
de X d’apr^s la formule de M. Lipschitz. J’ai done calculd la 
de X en adoptant la valeur A = 5.56 et les valeurs de e et 
d’apr£s Listing, pour diffdrentes valeurs de d. J’ai obtenu 
[ ) 

d X 

2.0 1.963 

2.2 1.963 

2.4 1.963 

2.6 1.963 

2.8 1.964 

3.0 1.964 

ime on le voit, cette valeur de X est un peu forte et & peu 
nddpendante de d. Mais la valeur de X ne depend pas des 
; absolues de d et A, mais seulement de leur rapport. On 
ut done pas obtenir une valeur plus faible de X en faisant 
A. II reste seulement k chercher l’influence de Taplatissement. 

pa abr6ger beaucoup les calculs necessaires k l’aide d'une formule que M. Tisserand 
aulu me communiquer et que Ton trouvera dans les Comptes Rendus de l’Acad. d. 
bre 13, 1884). Cette formule donne directement une valeur suffisamment approchde 


r^sultats prdcddents supposent e = 1 : 288.48, mais en posant 
. : 280, d = 2.6 (les autres donndes restant les m&mes), il vient 

X = 1.927. 

nime on le voit, dans toutes les hypotheses admissibles, on 
ndra toujours une valeur de X un peu forte. Cela semble in- 
ir que la density au centre est encore un peu plus faible et 
la diminution de la density en s’dloignant du centre est encore 
lente, que ne le suppose la loi de M. Lipschitz. 


XXXV. 

(Bui. astr., Paris, i, 1884, 568.) 


[ote sur quelques formules pour revaluation de certaines 
integrates. 

semble que des trois formules suivantes 

Cvffii dx = i/ (cos = ^ *?/[ cos " lJL ^~]+■ 

, _ ~ir 

j Vl — x 2 f(x)dx=j sin 2 <p /(cos 9?) dtp 

n . 0 kn \ k n 1 . 

= —i —7 > sm 2 —,-^r f cos —j—- 4- corr., 

»+l l w -j- lJ ' 

/ fr+% nx) ~ 2 / s * n2 ^ 93 ^ cos ^^ 

4tt • 9 kn „/ \ . 

= 2 - n + i g“*8JTFir(«* I^j+corr., 

>remi&re (A) seule soit g6n6ralement connue. La correction est 
• lorsque f{x) est un polynbme en x du degrd 2 n — 1 au plus. 
>n peut encore 6crire ces formules sous la forme suivante 

f l fix) . n „(2A—1)^1 , 

Lvw^t x= ^L f r s -*»\ +em -’ 

fV¥$=Z>M dx = f (cos 2 - 2 -^) + corr., 


TlS 


™ 8 9 I I 1 f ( oos2 9 x5tt') + corr - 


41 " 2w-j-l'\ 2w4-l 
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Pour donner une application, prenons l’integrale 
Y = j Vx{l — x) (1 -j- kx)dx, 

mcontr^e r^cemment par M. Seeliger dans une question relative 
l’anneau de Saturne (Astron. Nachr., n°2612), la constante k 4tant 
iferieure k Tunit^. Lorsque A: = 1, la valeur exacte de Y est 
0,47925609389423688... 

,n posant maintenant f(x) = V 1 -f x dans la formule (BJ, on trouve 

n= 1, corr. = — 0 , 0017 , 
n = 2, corr. = — 0 , 000015 , 
n — 3, corr. = — 0,00000 024 , 
n = 5, corr. = — 0,00000 00000 80 . 

.orsque k est une fraction, les corrections sont encore plus petites; 
n prenant n = 2, on a done 

Y=i(Kr+P + Kr+p), 

vec une erreur moindre C|ue deux unites de la cinquieme ddcimale. 


XXXVI. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci., 99 , 1884 , 850 — 851 .) 


Sur une generalisation de la theorie des quadratures 
mecaniques. 

(Note, pr6sent6e par M. Tisserand.) 

)it f{x) une fonction qui ne devient pas negative, dans l’intervalle 
£ro A l’unit^ et soient ..., X n des nombres positifs in^gaux 

\6s ; lorsque n est pair, 6 gal k 2 m, le syst£me des 2 m Equations 

I fli = f x x 'f{x)dx = Aj + A 2 a;Ji + ... -j- A m x x ^, 

Jo 

a „ =f x L * f{x)dx — A x x\* + A 2 a£* 4 -... 4 
J 0 

a 2m = f x llm f(x) dx =A 1 xf"> 4- A 2 ^o 2m 4- • • • 4- Am £ci 2 "' 

Jo 

et une solution par des nombres positifs A lf A 2 , ...» A m et des 
urs de x 2y ..., 2 ™ qui sont positives, in 6 gales et infdrieures 
mitA Cette solution est unique, en faisant abstraction desper¬ 
ations qu’on peut effectuer simultan 6 ment sur les quantit&s 
A 2 , • • •, Awi et , x^ , •.., 

>e m£me, lorsque n = 2 w-f 1 , le systkme des Equations 

• • • • +A 2 * j s * + A m x l £ + A m+ 1 , 

c prend les valeurs 1 , 2 , ..., w, admet une solution unique, x lt 
.., x m 6 tant positifs, in 6 gaux et inferieurs Al’unit 6 , A 1} A 2 ,..., 
A w +i 6 tant positifs. 
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-.orsque n est pair et qu’on prend 4 = &— 1 , on se trouve dans 
cas des quadratures mdcaniques. 

V'oici maintenant une interpretation quasi mdcanique des formules 
, en supposant qu’aucun des nombres 4 ne soit dgal k z£ro. Soit 

1 une droite de longueur dgale k 1 . En attribuant a cette droite 

2 densitd f(x) k la distance x de l’origine 0 , on peut considdrer 

• • ■, comme des moments par rapport a l’origine 0 . Sup- 
sons maintenant qu’on fasse varier ladistributiondelamasse.de 
le mani&re que les moments a lt a 2t ...» a» restent constants. Dans 
; conditions , il existe dvidemment un minimum de la masse totale. 

ce minimum se prdsente lorsqu’on place des masses finies 
, A 2> A m k des distances x 13 x 2 , . x m de l’origine 0 , et les 
uations ( 1 ) expriment alors simplement que les conditions imposdes 
x moments se trouvent vdrifides. 

Nous avons dit que, dans les formules ( 1 ), z l5 x m sont 

igaux; mais, dans un cas spdcial, il peut y avoir 6 galit£ entre 
elques-uns de ces nombres. Cela n'arrive toutefois que, quand la 
itribution primitive de masse, qui a servi a calculer a^, a», 

tisiste en une concentration de masses finies dans un nombre de 
*nts de 0 A infdrieur k m. Alors cette distribution primitive cor- 
;pond ddjk au minimum. On peut aussi se figurer que, dans ce 
5, quelques unes des quantitds A 1} A 2 , . A m s dvanouissent. 

Les Equations (2) admettent une interpretation semblable. la masse 
(_!_! se trouve alors k I’extrdmite A de la droite. 

D’apr&s ce qui precede, on a, dans les deux cas, 

Al 4-A 2 + ... + A m 

Al + A„ + ... + A m+1 S 


1 


XXXVII. 


(inn. Sci. Ec. norm., Paris, sdr. 3 , 2 , 1885 , 183 — 184 .) 


:>te a l’occasion de la reclamation de M. Markoff 1 ). 

6 ponse k la reclamation de M. Markoff, je dois declarer que c’est 
ent par lui que j’ai appris l’existence de Particle de M. Tcheby- 
ur les valeurs limites des integrates (Journal de Liouville, 1874), 
:rouve dejk ltenonce des indgalites en question. Je regrette bien 
foir pas connu plus t 6 t ce travail. 

reste, mes recherches ont 6t6 tout k fait inddpendantes de celles 
[. Tchebychef et Markoff: en effet, mon travail a ete remis k la 
ion des Annates de PEcole Normale vers le milieu du mois de 
84, et je viens d’apprendre que la livraison des Mathematische 
;n nontenant Particle de M. Markoff n’est arriv 6 e ici k la biblio- 
de PUniversite que dans la seconde moitie de septembre 1884. 
lrellement, je reconnais volontiers que M. Markoff a, le premier, 
une demonstration des inegalitds de M. Tchebychef. 
eux profiter de cette occasion pour ajouter une remarque nou- 
u sujet traite dans mon Memoire. 

demonstration des inegalites de M. Tchebychef en forme bien 
irtie essentielle; mais, pour le but que je me suis propose, il 
as moins essentiel de demontrer que les A& convergent vers zero 

-. Ce point important, je Pai ddmontre d'une mantere indirecte 
m'appuyant sur le developpement d’une fonction arbitraire par 


l reclamation concerne le memoire: Quelques recherches sur la theorie des quadratures 
caniques, N<> XXXI. 


NOTE A L’OCCASION DE LA RECLAMATION DE M. MARKOFF. 4dl 

sdrie de Fourier. II semble pourtant tr 6 s desirable d’dtablir cela 
ne mani&re plus simple et plus directe, mais mes efforts dans cette 
action n’ont pas conduit au but ddsird. 

)n peut voir, dans une Note quej’ai prdsentde k I’Acaddmie des 
ences et qui se trouve dans lesComptesrendusdu 22 septembre 1884, 

: la question k laquelle je touche ici a une liaison intime avec la 
ivergence d’une certaine fraction continue. 

/oici maintenant une propridtd nouvelle des coefficients A* que j'ai 
contrde dans cette recherche. 

*our mettre en Evidence la ddpendance de A lt A s , ..., A*, ..., du 
nbre entier n, je ddsignerai maintenant ces nombres par A”, A", . ., 

... Avec cette notation, je trouve qu’on a toujours 

A?* 1 + AJ + 1 -f • • • + AJ+ 1 < A? + AJ + ... + A2, 

A"+ 1 -f- A? + 1 + ... + A ” +1 >. A" + + + A *-i- 


XXXVIII. 

(Acta Math., Stockholm , 6 , 1885 , 319 — 320 .) 


Un th£or6me cfalg&bre. 

(Extrait d’une Lettre adressde k M. Hermite.) 


:i un theordme d’algdbre qui s’est pr 6 sent 6 k moi en etudiant 
mules analytiques qui servent k exprimer le ddplacement d’un 
e invariable autour d’un point fixe. (Voir Duhamel: Cours de 
que, introduction.) 
nt 


a 

b 

C \ 


A 

B 

C 

a 1 

b' 

c' 

et 

A' 

B' 

C' 

a " 

b" 

c" 


A" 

B" 

C" 


fficients de deux substitutions orthogonales k determinant -j- 1 et 


R = 


A + a B +6 C + c 
A' 4- a’ B' 4- b’ C' + c' 
A"-fa" B"-| C" + c" 


2 determinant R (qui visiblement n’est pas identiquement zero) 
e cette propridte que lorsque R = 0 en m^me temps tous ses 
s du second degrd s’dvanouissent. Je trouve en efFet que le 
'tin tel mineur peut se mettre sous la forme 


R X Fonction entifere de a, . .., c", A, ...» C". 


1 signification geometrique de ce thdor&me. Lorsque, par l'efifet 
lacement, un seul point ( x T y, z ) vient dans la position (— x, 
z) cela entralne ndcessairement que tous Ies points d’un certain 
uissent de la mfeme proprietd. Le ddplacement se ramdne k une 
1 de 180° autour d’un certain axe. C’est du reste un cas d’ex- 
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;ption qui dchappe k l’analyse de M. Duhamel. Les formules de 
[. Duhamel cessent de determiner 1’axe de rotation (qui pourtantest 
irfaitement determine) parce qu’on ap = 0, q= 0, r = 0. (On a 
1 -f - q 2 -\-r 2 ~ sin 2 co dans la notation de M. Duhamel,) 

Ce th6or£me d’alg£bre subsiste encore dans le cas de deux variables 

|a b I I A B I 

| a' b' | ’ ! A' B' | 

: j’ai lieu de penser qu’il en est de m&me pour quatre variables, bien 
ue je ne l’aie pas encore complbtement d£montr6. Serait il done pos- 
ble de l’dtendre k un nombre quelconque de variables? Ce sujet a 
uelque rapport au thdorfeme de M Brioschi, que liquation 


a -J- z 

b 

G 

.. k 

a' 

b 1 -j-z 

o' 

.. k' 

a" 

b" 

c" + z . 

.. k" 

a (n-l) 

&(n-D 


.. #»- D + * 


ses racines rdciproques et imaginaires (abstraction faite de la racine 
— — 1 lorsque n est impair ) 1 ). 


] ) Journ. de Liouville, t. 19. 4e sdr. p, 253. 
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XXXIX. 


(Acta Math., Stockholm, 6 , 1885 , 321 — 326 .) 


:ertains polyndmes qui vdrifient une Equation diffdrentielle 
lin^aire du second ordre et sur la theorie des 
fonctions de Lam6. 


Dans les Comptes rendus de l’Acaddmie des sciences de Berlin, 
1864 (et dans son Traitd des fonctions sphdriques, tome I, p. 
s., 2 de edit.) M. Heine a ddmontrd la proposition suivante. 
ent A et B deux polyn 6 mes donnds en x, le premier du degrd 
, le second du degrd p au plus, ces polyndmes dtant d’ailleurs 
t fait gdndraux et n’dtant assujettis k aucune condition, et consi- 
s liquation diffdrentielle 




st un polyndme en x du degrd p -1 au plus. 

>rs il existe toujours certaines determinations particuli&res du 
5me C, telles que liquation ( 1 ) admette comme integrate un 
5me en x du degrd n. Le nombre de ces determinations et des 
^mes correspondants y s’eidve k 

(n n i- ( w + 1 )( w + 2)(w + 3)...(w+p-l) 

i ~ 1.2.8...(p —1) 

, (n. 1) = 1. 

eordme constitue le fondement principal de la theorie generate 




is fonctions de Lamd qu’on doit k M. Heine. Dans cette thdorie la 

1 d A 

notion B n’est pas inddpendante de A, car Ton aB = j M. Heine 

it voir que la determination du polyn 6 me C ddpend d’un syst&me 
Equations algdbriques de degrds supdrieurs et que l’dquation finale 
i’on obtient en eiiminant toutes les inconnues sauf une, est au plus 
i degrd ( n.p ). En outre on voit qu’& chaque determination de C.cor- 
spond un polyndme determine y du degre n. 

Mais on voit moins facilement que le degre de l’equation finale d’ofi 
ipend le polyndme C atteint effectivement le degre (n .p). M. Heine 
leve cette difficult^ en faisant voir par un calcul de proche en proche 
ie, tn^me en soumettant les polyndmes A et B k certaines conditions 
irticuli&res, il existe effectivement (n.p) polyndmes du degrd n qui 
tisfont cl une equation diffdrentielle de la forme ( 1 ). 

Je me propose de ddmontrer, dans ce qui suit, la proposition sui- 
inte. Lorsque les racines a 0 , cq, a 2 , ..., ctp de l’dquation A = 0 sont 
elles et indgales~et qu’en posant 

) . ^ a o I a i I j. a P 

A x — a Q ' x — ai'"'x — a p 

s quantites a 0 , a lf ..., a p sont positives, alors les (n .p) determinations 
i polyn 6 me C sont toutes belles ainsi que les polyndmes correspon- 
mts y du degre n. Soit y x un de ces derniers polyndmes, les racines 
: y x = 0 sont rdelles et indgales et distribuees dans les p intervalles 
:s racines de A = 0. 

Le nombre des manures dont on peut distribuer n quantitds dans p 
ervalles est evidemment egal k (n.p) et j’ajoute maintenant que 
s racines des polyndmes y reprdsentent en efifet toutes ces distribu- 
>ns, en sorte qu’un tel polyndme est parfaitement caractdrisd par la 
stribution de ses n racines dans les p intervalles des racines a 0 , a*, 

., a p de A = 0. 


2 . Soient, sur un axe OX, A 0 , A 1? A 2l A^ les points dont 
3 abscisses sont a Qi a x , ..., ctp et prenons encore, dans un quelconque 
:s p intervalles d 6 termin 6 s par ces points (p. e. (A 0 , A x j ), n points 
, X 2 , X„ dont les abscisses sont x n - Cela posd, 


Idrons l’expression suivante, ou Ton considkre seulement les va- 
bsolues des distances des divers points: 

, [A 0 X ;! Xi fl XoXA 0 I 3 ...A 0 X»]“o 

X[A 1 I 1 XA 1 X 8 XA,X 8 ...A 1 X»> 


I X [Ap Xj X ApXo X A pXg . .. Ap Xnj a/> 

xx 1 x 2 xx 1 x 3 xx,x 4 ,..xx 1 x„ 
xxj 8 xx 2 x 4 .,.xx 2 x» 

XX 3 X 4 ... XX 3 X„ 


\ XX«-!X n . 

;e expression est toujours positive ets’dvanouit seulement quand 
les points X 2 , X 2 , .... X» coincident ou lorsqu’un de ces points 
se confondre avec l’une des limites de l’intervalle (A 0? A x ). En 
6 rant les points X x , X 2 , ..., X n comme variables, mais restant 
rs dans Pintervalle (A 0 , A x ), il est Evident que les divers facteurs 
:pression n restent compris entre certaines limites, et les expo- 
* 0 , a 1? ..., a p 6 tant positifs, on voit que II reste toujours infS- 
. une certaine limite. Par consequent, pour une certaine position 
ints X lt X 2 , ..., Xn l’expression II devient maximum, 
peut interpreter cela de la mani&re suivante. Concevons que les 
fixes Ao, A 1; ... ,A P soient des points materiels, la masse de A* 
i*, et que de m&me les points mobiles (sur OX) X 1( X 2 , ..., X n 
des points materiels dont la masse soit £gale k 1’unite. Alors, si 
ioints matdriels se repoussent en raison directe de leurs masses , 
aison inverse de leur distance, log II est le potentiel, et le 
um de II correspond k une position d’^quilibre stable. 

> pour une position dkquilibre, dont l’existence rdsulte de ce 
kAde (et qui est unique comme on le verra plus loin), on doit 


« 0 


Vk — « 0 Xk 


+ +... + H—— + ...H- - — 

% Xk Ctp X k — X l Xk~Xk -1 

_|--= 0 . 

Xk Xk -\-1 Xk Xn 

(k = 1, 2, 8, ..., n) 


+ 
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J’observe maintenant qu’on a d’apr^s (2) 

.-£9 _I_ a J 4 . j_ 

Xk — a 0 x k — a i x k — a v 


Bte) 
A (Xk) 


: en posant 

). y = {X — X 1 )(X~X 2 )...{X — Xn) 


vient 

-L_ = 1 , + A .+ . 

y x — Xk x — x 1 1 1 x — Xk- \ x 

oh 


- Xk- f~l 


+ ••• + ; 


Jl) 

2yk = -. r 4 


1 f ! 

Xk — x\ 1 Xk 


_I .. i . , _ , ....1.. 

Xk — 1 Xk Xk 1 Xk 


n voit done que les conditions d’dquilibre (3) reviennent k ce que 
ixpression 

y" , b_ 

iy'^ A 


1 encore A y” -f- 2 B y 1 s’^vanouit pour x= Xk, {k— 1, 2, ..., n). 

Le polynbme A y" + 2 B y' du degr£ n-\- p — 1 est done divisible 
ir y et en ddsignant le quotient par — C on a 

L A*/"-f 2By / -fCy = 0. 

2 polynbme y du degrd n d^fini par la relation (4) est done un de 
ux dont l’exist.ence fait l’objet de la proposition de M. Heine. 

II est clair que s’il existait une seconde position d’dquilibre, n'im- 
>rte que cet dquilibre fCit stable ou non, on en ddduirait aussitbt un 
tre polynbme y qui satisfait k une Equation diff&rentielle telle que (1). 


3. Dans ce qui prdc^de nous avons supposd que les points X lt 
X n £taient renferm^s dans l’intervalle (A 0; Ad- Mais il est clair 
t’en se donnant k priori une distribution quelconque de ces points 
ns les p intervalles, et en limitant la variability de ces points par la 
ndition qu’ils doivent rester toujours dans les intervalles ou ils se 
>uvent d’abord, on peut rdpdter mot k mot les raisonnements pri¬ 
nts et il existe done (n . p ) polynAmes du degrd n diffdrents qui satis- 
t k une Equation de la forme (1). 



i xxMvjiviOio yui v h«x\ij? XXLXN J. UiN U JtJA^UAJl 1UJN 1JJ JJ Jr JiKJEJN TIELLE . 

olynbmes correspondants C sont aussi diffdrents; en effet on 
itrement une Equation de la forme (1) dont les deux integrates 
des polyndmes y x , y 2 ce qui est impossible parce qu’on en dd- 
a relation absurde 

— f-~dx 

iy[ — Const, e J A x = Const, (x — a 0 )~ 2 a °(x —— a p )- 2a >>. 

>yons maintenant aussi qu’en se donnant la distribution des 
*i, %%, '-,Xn dans les p intervalles il y a seulement une position 
>re et cet dquilibre correspondant au maximum du potentiel 

e. 

fet d’aprks les recherches de M. Heine le nombre des poly- 
i ne peut surpasser (w .p). 

jnsiddrons maintenant plus particulterement les fonctions de 
lont voici la definition d'apr&s M. Heine. 


yj {x) = {x — a 0 ) {x — a x ). .. (X — a p ) 

fonction de Lam£ de Fordre p et du degre n est une fonction 
iu degre n des quantitds 

■^o — Vx — a 0 , A x ~Vx — a x> k v — Vx — a p 
fait k une equation differentielle de la forme 

est un polyn6me en x du degre p — 1. 
motions se distribuent en classes de la manure suivante. 

> x (x) un diviseur quelconque de y> (x), alors on considere comme 
lant k la m£me classe toutes les fonctions qui sont de la forme 

Vyj x (£c) V (x) 

,nt un polyndme en x. Naturellement le degre de ^(x) doit 
m&me paritd que n. 

ation differentielle k laquelle satisfait le polyn6me Y(x) devient 


+ (T*'« + ”S 5L )^ + ’«''»» i 
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ille est de la forme (1). En supposant belles et inhales les quantity 
r °> «i; • • ., a p , notre proposition devient applicable; on a en effet 

= y'te) 1 ix) 

A 4 ' yj (x) ' 2 ’ {x) 

m sorte que les nombres a 0 , a 1 , ..., a p n’ont d’autres valeurs que -i 

g 

;t Le degrt de Y dtant k, les (k .p) fonctions appartenant & la 

n&me classe sont done rdelles, et les racines des diverses Equations 
7 = 0 se trouvent distributes de toutes les manitres possibles dans 
es p intervalles des racines de l’tquation yj{x) = 0. 

On doit ce dernier thtortme & M. F. Klein (Mathematische Annalen, 
r. XVIII). La demonstration de M. Klein n’a rien de commun avec 
es considerations qui precedent, et ne s’applique pas k notre propo¬ 
rtion plus gentrale. 


XL. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., roo, 1885 , 439 — 440 ) 


Sur quelques theor&mes d’algfcbre. 
(Note, pr^sentde par M. Hermite.) 


le polyn6medeLegendre; les racines x ly x 2 , x n de X n = 0 
:qudrir un maximum k l’expression 

(1 — ^?) (1 — ^ 1 )... (1 — n — ^ } 2 , (M=l, 2 , n) 

'on prend 

—- X ]l , ^*9 — — $^ 2 , • . • , . Xyi» 

/aleur de ce maximum est 

2 4 ,3 6 .4 8 ... n 2n 
3 3 .5 B . 7 7 ... (2 w — l)2n-T‘ 

:riminant de X n == 0 : 


n ( x k — xif = 


2 2 .3 4 .4 6 ... w 2n ~ 2 
3 1 .5 8 .7 5 .. .(2w — l)2n-3* 


encore 


“ 1.2 x + 1 - 3 -1.2.3.4- 

m 6 me d^fini par la condition 

J e * XJ m TJ n dx = 0 , (m^n); 


a ; n ~ 4 — 


ines x lt x 2 , ..., x n de U n = 0 font acqudrir un maximum k l’ex- 
>n 




n(£*-£) 2 , 
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n prenant 

l j = X 1 , l 2 == x 2 > • • • > £n = %n, 

t la valeur de ce maximum est 
Discriminant de U n = 2 2 . 3 3 . 4 4 ... n n . 

Parmi toutes les Equations du degrd n , dont les racines sont rdelles 
:t ne d^passent pas les limites + 1 , celle qui a son discriminant maxi- 
num est Y n = 0 , en posant 


V\ — 2xz -j- z 2 = 22 zH - 

o 

, T7 — 2) m ~ 2 X 2 2 .3 3 .4 4 ...tt" 

Discriminant de Y„=- ]> ' . ' a»~. 6 «. f .. .( 2 «- ^ 3 p~ i - 

Lorsque n est trks grand, le rapport de ce discriminant k celui de 

est sensiblement n n 


2 


XLI 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., too, 1885, 620 —622.) 


Sur les polyndmes de Jacobi. 
(Note, pr&sentde par M. Hermite.) 


ition 

& (— n, n a-\- p — 1, a,#) = 0 

mettre sous la forme 


x n - 


= aJ»-i + 


n (n — 1) a (a - 


1.2 c (c — 1) 


^ /gw — 2 


• • • — 0, 


t-j-w — 1, c = a-j-^ + 2n — 2. Nous d^signerons le premier 
par X ou par <p («, a, c). 
pour £C = 0, 


x = (- IT 


a (a — 1) 
c (c — 1) 


(a — n -f 1) 
{c-n + 1)' 


x = 1, 


6(b ^l),,. (& _ n + l) 
c (c — 1)... (c — n -j- 1) ’ 


it b — — 1, done 


a -j- b = c. 


tiangement de x en 1 — x , liquation (1) devient 


x n * 


n . 6 


i + 


n(»-l)6(t —1) „„ 
1.2 c(c —1) 





Soit 


— = X et en formant la sdrie de Sturm, 
dx 1 ’ ’ 


X = Q Xj —X 2 , 

X^QjXa-X,,, 

X2 = QsXg X41 

,«n, „„ ... W >' 1 “ 1 *“‘ * ‘ 

ans X x , X 2 , X 3 , ... On a alors 


X = V(»,«,«). X 1 = K?>(»-1.«>‘ : )> 


nsuite 


a . 6 


^X^nMn-D^^)^- 2 ’ 0 1,6 2> ’ 

»? ta-l)6 a (fe-l) n. — liiwln — 3,a 2, c 

a? «1 X 8 = n s (« — l) 2 (« — 2 > c* (c _ 1)» (c - 2) 2 (c— 3) 




2& — 3 , „ 
n (c — r) 2k ~ 2 ' r 

0 


X *n«>-n - r)*- 2 - 1 -'r (»-*, a - k +*■ c ~ 2 k + 2) ' 

, 2 Y sont prdcisdment celles qui ont dtd 

Ces fonctions a?X 2 , a i a 2■ . f on ction des 

idiqudes par M. Sylvester et qui s'expnment ams, en 

acines x 1 , x t de X 0. 

Sfcti — a^) 2 (* — OsM* - f' 1 '"’ 

On volt par Ik que les coefficients 

a?(a —l)6 2 (l>-xl}— (r. — ml. 

rf(*-l ) 7 ^ Iy m a («-DH«-2) ? (^lf(c-2) a (c-3) 

dans les seconds membres de (2), sont dgaux aux ddterm 

s 0 h s 2 


... ( Sft = ! r; + ^ + -'- + ^ ) - 



derni&re de ces quantity n'est autre chose que le discriminant 
(ah- — x s ) 2 de liquation X = 0 . On trouve 

n _ n fOi + r- iy -iW + r -iy - 1 
* * ‘ * ^ i (a + ^+n + r- 2)*+r-* 

ition 1 = 0 ne peut avoir d’autres racines multiples que 0 et 1 . 
peut assigner sans aucune difficult^ le nombre exact des racines 
ves de X = 0, celui des racines comprises entre 0 et 1, enfin 
les racines supdrieures & 1 . 

sque a > 0 , ^> 0 , les racines sont comprises dans l’intervalle 
et Ton peut dnoncer la propridtd suivante : L’expression 

.. f„)“ [(1 - {,) (1 - f a )... (1 - l„)f n ((r - &)S (r, a = 1,2 . n) 

it maximum en posant 

£l = , h = x 2 » • • • » £n = »». 

st facile de calculer cette valeur maxima : on trouve 

Arr1[« + r -l]p> + r- l] 

i [a + /J + # + r-2] 

‘vant [a;] au lieu de x x . 



XLII. 


(Ann. Sci. Ec. norm., Paris, sdr. 3,2, 1885, 93—98.) 


Sur une generalisation de la serie de Lagrange. 

En posant 

X = a?-f ap(X), 

l sdrie de Lagrange donne le ddveloppement d’une fonction quel- 
^nque de X sous la forme 


En prenant la ddrivde par rapport k x, et dcrivant f(X) au lieu de 
(X), on a aussi 


rm 


dX_ 
dx ~ 


a m 

: V 1 .2 ...7 


d m 

dX m 


lf(x) <p m (x)J. 


Sous cette forme, la sdrie de Lagrange est susceptible d'une g6n6- 
.lisation dldgante, donnde pour la premiere fois par M. Darboux 
'omptes rendus de l’Acaddmie des Sciences, t. LXVIII). 
Supposons que les r variables X, Y, Z, ... soient H6es aux variables 
y, z, ... en m&me nombre par les r Equations 

X = x -f- & <p (X, Y, Z,...), 

Y =y -\-btp (X, Y, Z,...), 

Z =z -\-c% (X, Y,Z,...), 






f{X,Y,Z ,. ..) dtant une fonction quelconque, on a le ddvelop- 


Z,...) X A 


a m 

b m ' c m " 


.1.2 

... m' 

.1.2 


'{x,y,i 


dx 

m d y m 

' d s m " 

dX 

dX 

dX 

dx 

d y 

dz 

dY 

d Y 

dY 

dx 

d 

dz 

dZ 

dZ 

dZ 

dx 

d 2/ 

dz 


rboux a donnd ce ddveloppement dans le cas r = 2. 

,s la demonstration suivante, je supposerai r = 8, mais elle s’ap- 
dans le cas g6n£ral. 

ime on le verra, le point principal consiste dans l’dtablissement 
sntitds 


£ [& f(X, Y, Z)] = ^ [A /(X, Y, Z) V (X, Y, Z)1 
[A f(X , Y, Z)] = ^ [A /-(X, Y, Z) V (X, Y, Z)], 
A [A /(X, Y, Z)] = ^ [A /(X, Y, Z) * (X, Y, Z)]. 


ffira, d'ailleurs, de verifier la premiere de ces relations , le calcul 
tout k fait analogue pour les deux autres. 

, en ddveloppant cette relation, il vient 




da 




dZ\ , 
da J* da 

dZ\ . - rf(yA) 

dx)' 1 dx 



sorte qu’il s’agira d’etablir les formules 


’ dX _ dX 
\da ^ dx 


d A d (<p A) 

da dx 


La differentiation de la premiere des formules (1) donne 

I dX , , d Y , , dZ 

— 0 ~ v + 0 97 ~d^ + ° n ~da~’ 

(1 — a <j>i) = 1 + a - jj- + apz -|f -. 

l’on obtient de m£me 

|**4f-+( 6 *- 1) -Sf-+ 

* ■ ■ ■ .*■£-+ «*4f+<«*- 1 >4r= 0 ' 




. , dZ _ n 
6 " dF-°- 


! cptk 4f-+ e * t H-+ (4j * x) d* -o ' 

Les equations (6) determinent les rapports da ' da ' da ’ 

/n . i .e ^ ^ X. • . Or les coefficients dans 

juations (7) les rapports d x ' dx ' dx 

s systfcmes (6) et (7) dtant les monies, on a 

dX /d Y . d Z __ dX . dY . dZ 

d~a ‘ da ‘ da ~~ dx ' dx dx 

Dfes lors les Equations (6) mettent en Evidence les relations (3). 




e & verifier la formule (4). On a 


d 2 X_ 

dX 

dX 

dX 

d 2 X 

dX 

I 

dX 

dX 

d 3 X 

dx da 

d 2 / 

d 0 

dx 

dy da 

d z 


dx 

dy 

dz da 

d 2 Y 

dY 

d Y 

d Y 
da; 

d 2 Y 

d Y 

+ 

d Y 

dY 

d 2 Y 

dx da 

dy 

d £ 

dy da 

d z 

dx 

dy 

dz da 

d 2 Z 

dZ_ 

dZ 

dZ 

d 2 Z 

dZ 


d Z 

dZ 

d 2 Z 

do; da 

dy ’ 

dz 

d x 

dy da 

dz 


dx 

dy 

dz da 


A, 


+ 

a 2 


+ 





k Aj, on a, & cause des relations (3), 





d L 

dX\ 

dX 

dX 






do? V 

dx ) 

dy 

d z 






d / 

d Y\ 

d Y 

dY 




A., = 

~ 

d a; V 

dx) 

dy 

d z 






d ( 

dZ \ 

dZ 

dZ 





i 

dx V 

dx) 

dy 

d z 



at ensuite 









dX 

d 


dX\ 

dX 


dX 

d 2 X 

dX 

dx 

dy 

dx ) 

d z 


dx 99 

dy dx 

d z 


Ai 

(* 

d Y\ 

d Y • 


dY 

d 2 Y 

d Y 

— 

do; 

dy 

d x 1 

d z 


do; 99 

dy do; 

d z 

dZ 

d 

(* 

d Z \ 

dZ_ 


dZ 

d 2 Z 

dZ 

dx 

dy 

dx ) 

d z 


dx 99 

dy dx 

d z 


dX d 2 X dX 
99 dx dy dx dz 

__ dY L d2Y dY 

. 2 99 dx dy dx dz 

dZ d 2 Z d Z 
99 da? dy dx dz 

kme 


dX 

dX 

d 2 X 

^ dx 

dy 

dz dx 

d Y 

dY 

d 2 Y 

99 do; 

dy 

dz do? 

dZ 

dZ 

d 2 Z 

99 do; 

d y 

dz do? 








Les Equations (8), (9) et (10) donnent de suite 

A l + Ag + A , = 4^ = ^ f 

da dx ’ 

est-^-dire la formule (4). 

La premiere des Equations (2) est ainsi etablie parfaitement, les 
2 ux autres s obtiennent de la m£me mani&re. 

Par une application r6p£t6e de ces relations, on trouve de suite 

+ [A/(X, Y. Z )] 

^ ) d a m d b m 'd c m " 

I = dm + W ' +W " O /(X, Y, Z) <p m (X, Y ; Z) yj™' (X, Y, Z) (X , Y, Z)] 

' d x m dij m ' dz m> ' 

t -» . , a m b m ' e m " 

Pour avoir le coefficient de „- - - 0 - 7 —;—5 -n dansle 

1 . 2. .. w. 1.2. ..772 .1.2... m" 

iveloppement de Af(X } Y, Z)‘ ; il suffit de supposer a = b = c = 0 ; dans 
:tte formule (11). Or, dans cette supposition, il vient 



mme nous l’avons annonc6. 

Je terminerai par la remarque suivante. Dans leTome 54 du Journal 
Crelle, M. Heine a d6duit la formule de Lagrange et l’aide du calcul 
s variations. Cette demonstration peut £tre g^neralis^e facilement, 
manure St obtenir la formule que nous venons dedemontrer, le 
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linant fonctionnel A s’introduisant alors de la mani&re la plus 
:lle. Mais les formules (2) et la formule (11) qui s’en d£duit 
liatement paraissent assez remarquables en elles-m£mes: c’est ce 
>us a fait pr6fdrer la mdthode plus dl6mentaire que nous venons 
felopper. 


XLIII. 


(Bull. Sci. math., Paris, ser. 2 , 9 , 1885 , 306 — 311 .) 


Sur l’integrale 

0 

1 . Nous nous proposons d'obtenir le d^veloppement de cette int£- 
•ale suivant les puissances descendantes de a, d 6 veloppernent qui 
jut servir utilement pour le calcul num^rique dans le cas oft le nombre 
>sitif a est trfts grand et que b ne Test pas. 

La m 6 thode qui se prdsente d’abord pour cet objet est la suivante. 
>it 

-4+fP 

ors 

1 bien 

logP = -* + ^ + ^ + ^ + ..-. 

A 1 = ks<? — bx, 

A 2 = £ ar 5 -f- $ b x\ 

A s = i x 4 — i 6 rr 3 , 




II s’ensuit 



SUR UNE INTEGRALE DEFINIE. 


sant 

B 2 = A 2 + i A?, 

== As + Aj A 2 + i A?, 


it6grale propos6e se met maintenant sous la forme 

f ( 1 + T + ^ + ^ + ---) e -" dx ’ 

0 

ie reste plus qu’& effectuer les integrations & l’aide de la formule 

0 

obtient ainsi, pour les premiers termes, 

, , — 26 + 1 , 4 6 2 — 26 — 1 , —8 6 3 + 10 6 —1 , 

* + 8a " 32a a 128 a 8 "'" + "‘ 

is, comme on le voit, cette m^thode ne donne aucune lumi&re sui¬ 
te qu’il faut ajouter k un nombre fini de termes du developpe- 
pour obtenir la valeur exacte de l’integrale et, de plus, elle de¬ 
rail tr£s pdnible si Ton voulait pousser plus loin des calculs. 


Nous allons d^velopper maintenant une autre m^thode qui ne 

ite pas ces ddfauts. 

trouve , par la differentiation, 


+ - 


a + b~ 




k x k ~ 1 e~ x 
x\ a +t>'{ x\ a +° 


a + 6 x k e~ x 


i+ : 


U + - 


on peut mettre sous la forme 


2x k e~ x 


\ “ a) 


a -)-* 


> + : 


(“+!)' 

k> 

’ r°° xK 

r / 6 


+ 


x k (x — 6) e ~ 


ka Jc-l e -x 

+r 


en conclut, lorsque k > 0, 

x k e~ x dx k x k ~ 1 e~ x dx 


+ 


x \a + b 

~a) 


+ 


1 z 100 x k {x — b)e 

i ~fi r 


6) er x dx 
+T +T'" > 
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iDi5 


pour k = 0 


e~ x dx 


( 1+ 


xv t + b 

a) 




2 a I 


3 ( x — &) e~ x 

¥+TT rr 


En dcrivant dans la formule (1) successivement k — 1 , k — 2 , ... au 
i de A;, on trouvera par une combinaison bien facile de ces equations 
jc la formule (2) 


x k e~ x dx n (k) . 1 

+ i ~ F+ T ' 2 a 


1 (x — b) T k(x) e~ x dx 


w v , k j. ,.&(& — 1) . 0 - k(k —1 )(k — 2) . q 

•ft W = l t +jli l - 1 + 22 * + ~ 2.2.2 - X + • • • 

1 importe de remarquer que la valeur de T* (x) pour x~() est 
k): 2 k , en sorte qu’on peut dcrire 

y.00 x k e~ x dx _ t m /AN | 1 c K ( x — b)Tk(x)e- x dx 

^ri+5 —a/ / a;\ 0 + 6 +i " 


1 + : 


1 + -? 


>oit maintenant /'(a;) un po!yn6me quelconque de a?, on aura dvi- 
nment 


i+ 


dJ \ a + 6 

"a/ 




+ - 


ddsignant symboliquement par f(x) le polyndme obtenu en rempla- 
t les diverses puissances x, x 2 , x?, ... dans f{x) par T 1 {x), %(x) f 
x), ... 

£n dcrivant b -\-n au lieu de b, nous avons 


f{x)e~ x dx 

wr 


=i/(0) + 


1 ("“ {x — b — n) f{x ) e~ x dx 


2 a / 


i^T b+n+1 


Nous allons appliquer cette formule dans le cas particulier 
= (b — x ) k ; alors il viendra 

- * {k rz - M ^= 3 . b* -3 (a» + j a? 4. 1 x + 1 ) +. ■. 



:n 


r(x) = (b- xf + ki \' 2 1 > (6 - X f . 

posant done 

U* (b) = !/■'--* 6* ~' + b* 

it 

(b — x) k e~ x dx _ , TT , 1 p 50 (x — 6 — w)U* (b — x)e~ x clx 

JT -^ ^ 2fl J "" " + i c J +&_ ' FnTl ‘ 

lk il suit immddiatement qu’en supposant 

Y (b) = C 0 + C 1 b + C 2 b*+C k b k , 

ra 

3 Y (6 a?) e~* dx __ , r . 1 r x (x — b—n)[Y(b~ a;)] e~ X dx 

_j_ a:y + 6 + n 2 ^ ^ ' 2aJ -f- * 

signant par [V (&)] le polyn6me obtenu en remplagant dans 
b par Uj. (6), 6 2 par U 2 ( b ), b s par U 8 (6), ..., tandis que naturel- 
t, [V (b — #)] s’obtient en dcrivant b — x au lieu de b dans [V(&)]. 
^ui precede suppose, bien entendu, que les coefficients c 0 , c x , c 2) ... 
iferment point b . Si cela avait lieu, il faudrait d’abord dcrire B 
i de b dans ces coefficients , opdrer ensuite comme il vient d’etre 
6 et retablir enfin de nouveau b au lieu de B. Ainsi la valeur de 
x ) dans le premier membre de (4) est dgale k 

Cq 4 " c i (b — %) + c 2 (P ~ x f + • • • + Ck (b — x) k , 

Le faut pas substituer b — x k la place de b dans les coefficients 

c 2 > • • •, Ck. 


Revenons maintenant k la formule (2), que nous dcrivons ainsi 


f 


e~ x dx R x 

+& = V 0 (&)+ 


(‘+ij 



n posant 


V 0 (6) = i, %! = / 


(x — b)Y 0 (b — x)e~ x dx 


Quant & Texpression R lf nous pouvons la transformer a 1’aide de la 
ormule (4), ou il faut prendre Y(b) =— bY 0 (b), n = 1. II vient 


Ri = V 1 (6) + 


§2. 


:n posant 

T, (6) = - i [6 V 0 (6)], R 2 = r- ~ h ~ 1J V g \l 6 + T + 1 6 • 

0 

Cette expression R 2 peut, de nouveau, se transformer k 1 aide de 
4) en prenant V (&)=—-(& 4* 1) (&) et n ~ 2- ^ vient 

R 2 = V 2 (6) + ^-. 


;n posant 

_ _ <x — b — 2 )y,(b — x)e-*dsc 

V 2 (6) = — i [(6 + 1) Vi(«], R 3 =j -^ xy+T+s 

0 

II est Evident qu’on peut continuer ainsi et Ton trouve le rdsultat 


/ 


•-•dx . .V.ffl . 

7-^+5 = V »W + _ ^ + a 8 + ^ «" _1 a 

(' + 4 ) 

se calculent de proche en 


Ici les polyn6mes V 0 (&)> Vi (6), V 2 (b) 
proche par les relations 


V 0 (W= 

y l( 6) = -i[&Vo(«], 
y 2 (6) = —D Vi(&)]» 
y 3 (6) = —J [(5 -f 2) V 2 (b)J, 
Y 4 (6) = — 1 [(& + 3) V 3 (6)], 



is rappelons que [/X&)] s’obtient en ordonnant f ( b ) suivant les 
nces de b et en remplagant alors b k par 

6‘-| 6*- + *<|= » 6- + ... 


uite le reste R„ : a n s’exprime & l’aide du polyn6me V n -1 (b) ainsi: 


Rn: a n 


(x — b 


n -f 1) Yw - i {b — x)e~ x dx n 

f 1+ *r+‘ + ""' " ' ' 


eut remarquer que V n (&) est la valeur de R n pour a =?= oo : done 


V n (b) =j"{x — b — n + 1) Y„_ i (b — x) er**dx ; 
o 

la revient, com me il est facile de le voir, & l’expression 
V n (6) = -*[(& + »- 1) V n _, (6)]. ' 
trouve sans difficult^: 


= --** + *, 

" + -J &2 — ft & ft > 

= ~ ft &s + A & — t4"s ) 

= - A 65 ~ i -h V + AV & 8 + ri* & 2 + tMt a 

= + ft-s + tMv ^ ~~ ~ t 4St &3 "1” A" ~ Aft b +-Jff J • 


•e premier calcul se trouve vdrifid ainsi; nous avons obtenu de 
reste de la s6rie sous forme finie. 



XLIV. 

(Paris, C.-R. Acad. Sci , ioi, 1885, 153 —154.) 


Sur une fonction uniforme. 

(Note presentee par M. Hermite.) 

Le caractdre analytique de la fonction £(2), qui est ddfinie pour les 
leurs de 2 dont la partie rdelle surpasse l’unitd par la sdrie 

1 4" -Jr + 3 V + + • • • > 

itd compldtement devoild par Riemann qui a montre que 

: holomorphe dans tout le plan. 

Les zdros de la fonction £ (z) sont d’abord 

— 2 , —4 , — 6 , — 8 , ...; 

/ en a, en outre, une infinite d’autres, qui sont tous imaginaires, la 
rtie rdelle restant comprise entre 0 et 1. 

Riemann a annoncd comme trds probable que toutes ces racines ima- 
laires sont de la forme J -|- a h <* £tant rdel. 

}e suis parvenu k mettre cette proposition hors de doute par une dd- 
mstration rigoureuse. Je vais indiquer la voie qui m’a conduit k ce 
>ul tat. 

D’aprds une remarque due k Euler, 

l:tw = n(l-i), 

■eprdsentant tous les nombres premiers, ou encore 

1 1 1 J_1 | 1 

1 : £ ( 2 ) — 1 2 ^ cR 5 s ' 6 s I s ' 10 s 



itude plus approfondie de la s£rie qui figure ici dans le second 
qui conduit au but d6sird. On peut d6montrer, en effet, que 
rie est convergente et d£finit une fonction analytique tant que 
: r6elle de z surpasse 

Evident, d’aprks cela, que £ (z) ne s’dvanouit pour aucune va- 
g dont la partie rdelle surpasse Mais l’equation £(z)~ 0 ne 
nettrenon plus des racines imaginaires dont la partie r6elle est 
j-. En effet, en admettant Texistence d’une telle racines=3^ 
it aussi t(l — %) = 0, comme le montre la relation entre £ (z) et 
6tablie par Riemann. Or, la partie r^elle de 1 — z 1 est supd- 

h 

ons^quent, toutes les racines imaginaires de t(3) = 0 sont de 
; J -f- ai, a £tant r6el. 


XLV. 


(Paris, C.-R. Acad. Sci., ioi , 1885, 368—370). 


Sur une loi asymptotique dans la theorie des nombres. 
(Note presentee par M. Hermite.) 


Le thdor&me dnoncd dans les Comptes rendus, p. 153 , que la sdrie 
1.+ 

tenue par le ddveloppement du produit infini T 1 ^1 est conver- 
ite pour 5 > -J-, conduit & une consequence importante relative & la 
tction de M. Tchebychef 0 (x) = somme des logarithmes des nom- 
is premiers qui ne surpassent pas x. 

En ddsignant par f{n) le nombre des diviseurs de n , je rappelle ce 
ultat dtt & Dirichlet, que 

/ , (1) + /’(2)+ ...+/• M — »logn + (2C-l)M 

Vn 

te comprise entre deux limites finies, C dtant la constante eulerienne. 
Dn en conclut facilement que la sdrie 


t 


f jn) — log n — 2 C 
n s 


convergente pour s > 

Void maintenant deux thdortmes relatifs aux series de la forme 

'_£(«)_ • nous sont necessaires: 

f n‘ ^ 




dordme I. — Lorsque la sdrie ou s > 0, est convergente, 


lim = o ( n=-j. 

71 s 

6 ordme II. — Lorsque les deux sdries 

y\Ai w L. et 
n s 

:onvergentes pour s = a > 0 et que les sdries 

V' 1 ^ M i y' I M 1 

:onvergentes pour s = a -j- /L alors la sdrie obtenue en multipliant 
ux premieres 

y^ v(n) 

" n s 5 


v (n) = ]T A(d) 

dsentant tous les diviseurs de n, est convergente pour s—a-\-^{$. 
remplaqant, dans les sdries (A) et (B), chaque terme par sa valeur 
le, les nouvelles sdries convergent pour s > 1. En multipliant 
les sdries (A) et (B), la sdrie obtenue sera convergente pour s > J, 
is le thdordme II. 
on obtient ainsi 


t 


i 


1 — 9 (n ) 
n s 


g( 1) = 2C, 

rsque p est premier, ^ (p*) = logp, tandis que p (w) = 0 lorsque w 
Das de la forme p k . On en conclut, d’aprds le thdordme I, 


li m n — g(l)—g( 2 ) — .., ~g(n) __ 
n s 


{n = oo, s > f); 


JJAiNS LA i.WiiURlE DES NOMBRES. 
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nais on voit facilement que 

9 ( 1 ) + 9 (2) + - 1 - g (n) = 2 C + 0 (n) + 0 (»*) + ©(«,') + ... 

:n sorte que, en posant 

@ (n) + 0 (w 2 ) + @ (n 3 ) -f-... = n -f A„ n s . 

>n trouve 


lim A n = 0 pour n = oo. 
II est facile d’en ddduire qu’on a aussi 

& {n) = n -f- B« n s , 


>ii 


lim B„ — 0 

l&s que s > f. 

Ce rdsultat conduit k cette consequence que, quelque petit quesoit 
m nombre positif h, le nombre des nombres premiers compris entre 

n et (l-\-h)n 

init toujours par crottre au del& de toute limite, quand n croit ind6- 
iniment. 


XLVI. 

cerdam, Versl. K. Akad. Wet., Afd. Nat.,s6r. 3, 2, 1886, 101 —104) 


: quelques formules qui se rapportent a la th6orie des 
fonctions elliptiques. 


is les formules qui suivent on doit toujours, sauf indication con- 
, aftribuer au nombre n plac6 sous le signe X les valeurs entires 
iitives 

w=l, 2, 8, 4, ... 
abre m ddsignera les nombres impairs 
m = 1, 3, 5, 7, ... 

luite D repr6sente un nombre entier positif ou n^gatif, mais je 
se toujours que I) n’est divisible par aucun carr6 hors l’unit6. 
listingue quatre cas. 



.F (x + D i) = e ~ 4 F (re), 

est le symbole de Legendre, g6n6ralis6 par Jacobi, avec la con- 
n ordinaire que =0, lorsque D et m ne sont pas premiers 





lnjiujxjLii jjiis ^ujnutiujns ituuniyuits. $00 


tre eux. J’ajoute que, dans ce qui suit, on suppose encore (— 

\ n 

oir p. e. Kronecker, Berliner Monatsberichte, Juni 1876 ). 

II. 

D<0, D = 2, 3 mod 4 . En posant 

( r\ \ m** x 

m) me ‘ D 

. aura 


) . 

iri 

'). G(x — Di) = e 4 G(z). 

III. 


D>0, D=sl mod 4 . En posant 

I . . «* Jr x 

/ __ tx 

D - 

. m*irx 

F s (a» = E(Ty^’ 

i aura 

h^^Vx-F^x), 

').F 2 (-j) = (- 1)~*~VxV»@)> 

F 3 (-i) = (— 1) -r " Vx Pa (*). 

P 1 (a + D») = Ps(*)> 

„v.F 2 (a + D i) = F, (x), 

ir i 

F a (a: + Di) = « _ 4 P 8 (4 






fois, ces formules sont en d6faut dans le cas D = 1 , mais en 
dans ce cas au lieu de (y) 


+ co 

li' 3 (a;)= 22 (— i)” e 

+ oo _ &n — l)2 7r „+ 

w=2 e 1 > 

ions (y') et (y") restent vraies. 

IV 

, D ir 1 mod 4 . En posant 

• • • • g 2 (*) = £(-if 

/ . m a rrx 

2G 3 (a:) = 2(lr) rae " b '• 

Gi (-^) = (I / * )8 »,(*)> 

.... <J 2 (--) = (— 1 ) ' r (Vx ) 3 Qg (x) , 

G 3 (A) = (-1)' -4- (Vxf G 2 (»), 

, Gi (x -Di) = G 2 (as), 
j G 2 (x — D i) = Gj (a;), 

I £_» 

(G„(a! — Di) = e _T G 8 (a:). 

>ut on doit supposer positive la partie rdelle de x et de Vx . 






On voit bien les consequences qui se rattachent k ces formules et 
ir lesquelles j’aurai peut-£tre roccasion de revenir plus tard. 

Pour le moment je me borne k cette indication que toutes ces for- 
ules se ddduisent sans peine k l’aide des proprietds fondamentales de 
fonction 0 d’une part et d’autre part des formules que Gauss k 
Dnndes dans son cdl&bre mdmoire intitule: Summatio quarumdam se¬ 
rum singularium, 1808 . Oeuvres, tome II. 
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XLVII. 


: 1 am, Versl. K. Akad. Wet., Afd. Nat., s 6 r. 3, 2, 1886, 210—216.) 


Sur quelques integrates d^finies. 

dre dans les Exercices de calcul integral (t. II, p. 189 ) a donn£ 
de l’integrale 

f m sinm x , _ 1 -J-1 1 

J i t m — 1 2 m 

0 

;ur laquelle Abel est revenu plus d’une fois (Oeuvres, tome I, 
Edition de Sylow et Lie). 

e du mdmoire de Riemann: „Ueber die Anzahl der Prim- 
ter einer gegebeneti Grenze” m’a conduit k cette remarque 
>it regarder la formule de Legendre comme le cas le plus 
e toute une s£rie de formules qui pr6sentent un caract&re 
ent arithmdtique. 

ce qui suit je me bornerai k donner deux exemples qui feront 
: suffisamment le caract&re des formules nouvelles, sans en 
rdsenter d&s k present, le syst&me complet. 
un nombre entier positif impair (p > 1) sans diviseur carte 



le dtant pris dans le m£me sens que dans ma communi- 
Septembre 1885 (pag. 101 de ce volume). 
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Cela posd , on a lorsque 



p — 1 mod 4 


f(e- 


(ptx 

\ 2 71 , 


d 


V p 


— e-v 1 ' 


En supposant au contraire 

p 3 mod 4 


n a 



f{e~ x ) 
1 — e-P 


cos (^r) d 


Vp'l-e-P*’ 


Dans ces formules (A) et (B) la racine Vp doit £tre prise positive- 
tent, et cette determination du signe correspond pr£cis6ment k celle 
ue Gauss a doimde dans le mdmoire Summatio etc , Oeuvres, tome II 
C'est par le ddveloppement en sdrie de 1’expression 

f(e~ x ) 

1 — e-v* 


ue j’ai obtenu ces rdsultats 
En posant pour abrdger 

9 >W = Z(7)^ 

obtiens 


/•(e-») _Vy 

* 1 _ e -px n 


| V ~~ 9 ^ 93 (6) ^ 5 ^ 


i 


lorsque p = 1 mod 4 , 


f(e~ x ) _YjP 


<p(l) — 
lorsque p 


rp # 2 . /K v P 4 ^ _ 
9 J (3)'|r^ + 9,(5) 2 4 ^ 

= 8 mod 4 . 


oici comment ces formules conduisent aux morales (A) et (©. 
J'observe d’abord que la formule connue 


ussilbt k l’expression suivante de la fonction <p ( s ) 

' • • • v(s)== vTs)f x ’~' dx - 


Idrant main tenant 1’integrate 


r 

J 1 —e-r> x 


sin dx 


i ddvelopper l’expression sin suivant lespuissances de x 

(p}A 1 f ptx \ _1_ (pjjc \ 3 _j_1 ip tx\ b 

\ 2 71 ) r(2) 1 2 71 ) r(4) \ 2n I r (6) \ 2n) 

servant alors de la formule (1), l’intdgrale se trouve dgale k 


* (2) (Is) - * (4) & + v (6) (aiT - • • • 

: sommer par la formule (C), ce qui fournit la formule (A), 
e (B) s'obtient de la m&me manikre k l’aide du ddveloppe- 


onstration qu’on vient de dormer, ne s’applique directement 
leurs de t qui satisfont k la condition 
mod {p t) < 2 n 

i avoir reconnu ainsi B exactitude des formules (A) et (B) pour 

2 Jt 

s de t dont le module est infdrieur A —, on verrafacilement 

p 

rmules sont valables pour une valeur imaginaire quelconque 

-hi, k condition seulement que la valeur absolue de b reste 

. 2 n 

a- 

P 


z par laquelle nous avons ddfini la fonction <p ( s) n’est con- 
[ue tant que la partie rdelle de s est positive. Toutefois on 
>ntrer que cette fonction est holomorphe dans tout le piaf¬ 
fe, en partant de la formule (1) et en suivant une mdthode 
ir M. Hprmite. (Comptes rendus de l’Acad. des Sciences, 
p. 112). 


[1 existe une relation remarquable qui lie <p (s) A tp( 1 — s) et qui a 
: ddcouverte parM. Hurwitz (Zeitschrift fttr Mathematik und Physik, 
ne 27 , 1882 ). Sans avoir eu connaissance du travail de M. Hurwitz, 
/ais retrouve son rdsultat en partant des formules (A) et (B). Comme 
te demonstration est enticement diffdrente de celle de M. Hurwitz, 
crois utile de la donner ici. Je me bornerai d’ailleurs au cas 
= 1 mod 4 . 

En multipliant (A) par t*~ ] dt, integrant de 0 A oo il vient, si Ton 
iverse l’ordre des integrations dans I’integrale double et qu’on se 
>pelle la relation connue: 


/■ 


fie-*) _» ,■» fie- 1 ) 


p \2 nl I aX ~ViJ 1 

6 0 

Dr d’aprAs (1) 




r f( e ~ x } 
J 1 — 6 - 


x~ s dx — F(1 — s)(p (1 — s), 


f ~ 1 d1 = r (*) f < s ) - 

o 

sorte qu’on trouve, apr£s quelques reductions: 


2 cos - 
~Vp 

>n peut dire aussi que l’expression 


a 

?>(!-») = (£,)' —n=r~ r W v («)• 


5 



change pas en remplagant s par 1 — s. 

1 faut supposer dans cette demonstration que s (ou la partie reelle 
s) reste comprise entre 0 et 1. Mais d’apr£s le caractCe analytique 
la fonction <p ( s ), la relation obtenue entre <p ($) et cp (1 — s) doit avoir 
i dans tout le plan, dAs qu’elle se trouve verifiee dans une partie 
plan. 


emarque enfin que les formules que j’ai donndes dans ma coal¬ 
ition dej& cit^e de Septembre 1885 , permettent d’dtablir d’une 
re beaucoup plus simple encore cette relation entre cp (s) et 9? (1 — s). 
nann, dans le mdmoire cite, a donn£ une relation entre la fonc- 
l’il ddsigne par t ( s) et £ (1 — s)j et il a d6montrd cette propridtd 
x manures difFdrentes, la seconde demonstration se fondant sur 
rmule qui appartient 5 . la thdorie des fonctions elliptiques. La 
stration de la relation qui lie <p(s) 5 . 9?(I — s ) que nous venons 
[uer en dernier lieu, est parfaitement analogue k cette seconde 
stration de Riemann. 


est pas sans intdr^t d’examiner un peu plus particuli&rement les 
ppements en sdrie (C) et (D). 

;t dvident d’abord que les coefficients des diverses puissances 
ans le developpement de 


f(e ~ x ) 

1 — e~P' 



js nombres rationnels; en dgalant ces nombres aux expressions 
urent dans les seconds membres de (C) et de (D) on obtient les 
3 des series infinies 9? (1), <p (2), <p( 3 ), etc. Ces sommations me 
tit devoir £tre mises k cbte des formules bien connues qui ex- 
les sommes. des series 


1 I 1 , 1, 1 , 

2 "I g 2n "I g2 n T 42 n ~T - ■ ' > 

_J_L_.. + __L _ 1 + 

22m —1 32n —1 r g2n —1 7 2 n — 1 ' ''' 



V l mod 4 


p IS mod 4, 


i -: ,v y ^+...| 

: * * . ,.L.rMi y i-- 

p S iiiml 4 

, i■; V 

' ' ” 

p 3 liitMl 4 

i .4 • .**111*41 juv»n „i%• ri In 4rvrlw|i|irtiirlils |C‘} ct (Di une a^ric 

\*n mu!*-•» l<r-i |ifriiii«*Tr % ri Ira |i!ns ptnivrrnd sYtcrirc 

1 V ! ” ; n : #l v Vi\ p I itlttN, 

'ir *r* f *•»' 

1 \ ‘ \ m l m ^ fill p 3 m»»d 4, 


Vl B ] r #J \ mw\ 4 , 


\ ” H f N' j w j ft p 9 rood 4 . 

*— r r * pi p *** v 
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